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摘 要

本文围绕不变理论中的轨道陈类方法，从复向量丛的陈类出发，阐明轨道陈类的命名背
景，并给出不变子环有限生成元的具体构造.

1 轨道陈类的定义及其命名背景

轨道陈类方法是不变理论中构造不变子环生成元的重要方法，核心的观察来源于 n 元置换群
Sn 作用下的不变子环，F[x1, · · · , xn]

Sn = F[s1, · · · , sn]，这里 sk =
∑

1≤i1<i2<···<ik≤n

xi1xi2 · · ·xik，

注意到对于 Sn 的表示 ρ : Sn → GL(n,F)，有任何 xi，存在 σ 使得 σ.x1 = xi，因此可知 o[x1] 即
其轨道为 {x1, · · · , xn}，因此 sk 均可以视为其轨道内元素的对称组合，由此我们可以抽象出一般
有限群 G 的对应组合，也就是轨道陈类的概念.

定义 1.1 (轨道陈类). 设 ρ : G ↪→ GL(n,F) 为有限群 G 的忠实表示，对 F[x1, · · · , xn] 设

o[xi] = {fi1, · · · , fiki
} (1)

为 xi 在 G 作用下的轨道，对轨道中的元素，我们考虑

c1(xi) = fi1 + · · ·+ fiki
,

c2(xi) =
∑

1≤α<β≤ki

fiαfiβ,

· · ·
cki

(xi) = fi1 · · · fiki
,

(2)

这些多项式 c1(xi)，c2(xi), · · · , cki
(xi) 称为 xi 的轨道陈类，其中 ki 表示 xi 的轨道长度，也称

cki
(xi) 为 xi 的最高陈类，记为 ctop(xi).

从直观上来看，轨道陈类的概念直接源自于对 Sn 作用下的不变子环的模仿，事实上更深刻
的，其与陈省身先生提出的陈类 (Chern Class) 有着更密切的关联，为了阐明这一背景，我们先铺
垫若干前置概念：

定义 1.2 (复向量丛的陈类). 设 (E, π,M) 为复向量丛，其中 M 为底流形，π : E → M 为投影映
射，且有每个纤维 π−1(x) 为一个 n 维复向量空间，也即 Cn，进一步，对任意这样的复向量丛 E，
我们称一个 M 上同调群中的元素 ci(E) ∈ H2i(M,R) 为 E 的第 i 个陈类，如果其满足如下四条
公理：

1. 初始条件：第 0 个陈类为 1，即 c0(E) = 1；
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2. 自然性：对流形之间的光滑映射 f : M ′ → M，以及 M 上复向量丛 E，若 ci(E) 为 E 的第
i 个陈类，则有 f∗ci(E) 为 H2i(M ′,R) 中的元素，且其恰为 M ′ 上拉回丛 f∗E 的第 i 个陈
类，也即 ci(f

∗E) = f∗ci(E)；

3. 可加性：对于 M 上复向量丛 E0, E1，设其 Whitney 求和得到的复向量丛为 E = E0 ⊕ E1，

则规定 ci(E) =
k∑

i=0

ci(E0) ∧ ck−i(E1)，这事实上给出了一个递推关系；

4. 归一化条件：由上一条件陈类需要从维数较小的丛递推得到，因此我们需要预先设置好最小
丛也即一维线丛的陈类，考虑底流形为 CP1 的线丛 C2，定义 c1(C2)的积分为

∫
c1(C2) = −1，

这便是归一化的来源.

上述定义仅仅只是朴素叙述了一遍一般陈类的定义，抛开细枝末节的概念，我们从上述定义
中无法看出一般陈类是否存在，更看不出和轨道陈类之间的联系，注意到轨道陈类与齐次对称多
项式之间的密切联系，我们下面用更具体的方式给出陈类的定义 (更准确地，是构造)，来回答这
两个问题，在这个构造过程中，自然出现的齐次对称多项式便阐明了轨道陈类的来源.
为了给出任意复向量丛的陈类，我们先从复向量丛的结构群 G 出发，考虑其李代数中元素

X ∈ g，又结构群可以看做是向量丛的纤维上的线性映射构成的群，因此 X 是一个线性映射，进而
有如下行列式展开：

det
(
I +

iλ
2π

X

)
= 1 +

∞∑
k=1

fk(X)λ
k = 1 + f1(X)λ+ f2(X)λ

2 + · · · , (3)

下面我们说明 fk 是关于 ξij 的齐次多项式函数，这里 ξij 是指取定表示空间后，g 中每个元素
X 可以看作是矩阵，而 ξij 就是取 X 第 i 行 j 列的元素，而显然行列式是 ξij 相加相乘得到的，进
而为多项式函数，事实上再考虑 fk(tX)，则有

det
(
I +

iλt
2π

X

)
= 1 +

∞∑
k=1

fk(X)(tλ)
k = 1 +

∞∑
k=1

tkfk(X)λ
k, (4)

因此可知 fk(tX) = tkfk(tX)，故 fk 均为齐次多项式函数.
借助上述一般性的论述，我们回到复向量丛上来，考虑任意给定 E 所对应主丛的联络 ω，进

而又有一个曲率形式 Ω，对任意切向量 X,Y，有 Ω(X,Y ) ∈ g，从而我们代入公式 (3)，则不难证
明 fk 可以对应一个 k 重线性函数 gk，也即有

fk(Ω(X,Y )) = gk(Ω(X,Y ),Ω(X,Y ), · · · ,Ω(X,Y )︸ ︷︷ ︸
k个

), (5)

从而进一步我们可以得到一个主丛上的 2k 形式，gk(Ω)，可定义为

gk(Ω)(X1, X2, · · · , X2k) =
1

(2k)!

∑
σ∈Sn

sgnσ gk
(
Ω(Xσ(1), Xσ(2)), · · · ,Ω(Xσ(2k−1), Xσ(2k))

)
, (6)

进一步可以验证，gk(Ω) 可以诱导出底流形 M 上的 2k 形式 gk(Ω)，从而可知其对应的代表元恰
好就是 H2k(M,R) 中的元素，如果我们按照上述一般复向量丛的陈类定义，我们可以得到确实其
所对应的代表元即为第 k 个陈类 ck(E).
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综合以上讨论，我们可以知道一般的陈类是可以通过一个齐次多项式函数诱导得来，因此在
轨道陈类中，其之所以被称为轨道自然是因为其用 xi 中轨道元素生成，而陈类则可以理解为由齐
次多项式函数生成，因此这个命名背景便和一般的陈类紧紧联系起来.
事实上，对于特殊的域，如特征为 p 的域 Fp，关于轨道陈类的缘来还有种解释，来自 [3]，设

V = Fp ⊕ · · · ⊕ Fp︸ ︷︷ ︸
n

，从而设 BV ∗ 是 V 对偶空间 V ∗ 的分类空间，熟知

H∗(BV ∗,Fp) ∼= E(β−1V )⊗ P (V ), (7)

这里 P (V )表示 V 上的多项式代数，E 是外代数函子，β 为 Bockstein算子，则 G在 V 上的作用
可以诱导出在 BV ∗ 进而在 H∗(BV ∗,Fp) 的作用，从而可视不变子环 P (V )G 为 H∗(BV ∗,Fp) 的
子代数，对任意 v ∈ V，我们可以构做出复线丛 Ev = λv ↓ BV ∗，且 c1(E) = v，并且对 G 在 V

上作用的轨道 B，考虑 G 向量丛

ξB =
⊕
v∈V

Ev =
⊕
v∈V

λv ↓ BV ∗, (8)

从而在上述记号下，轨道 B 在 P (V )G 中的轨道陈类，对应于向量丛 ξB ↓ BV 的陈类.

2 基于轨道陈类的有限生成元的构造

在 [2] 中已经证明过如下定理：

定理 2.1. 设 ρ : G ↪→ GL(n,F) 为有限群 G 的忠实表示，F 特征为 0，则其不变子环 F[V ]G 是由
轨道陈类 ci(l)，任意 l ∈ V ∗ 生成的.

这表明轨道陈类已经足以生成不变子环，但是由于 V ∗ 中元素有无限个，结合每个不变子环总
是有限生成的，所以这表明事实上，并不需要用到所有轨道陈类，只需要用到有限个即可生成不变
子环，下面我们就讨论如何利用轨道陈类构造出不变子环的有限生成元.
直接考虑从陈类中挑选出有限个是较为困难的，但上文中我们已经提到过，对于置换群 Sn 的

不变子环，有限生成元恰为全体初等对称多项式，因此我们考虑模仿这个出发，将 F[V ]G 中的群
G 作用向置换群作用靠近.
设 |G| = d，且 G = {g1, · · · , gd}，考虑

X = {xij |1 ≤ i ≤ d, 1 ≤ j ≤ n} (9)

生成的多项式代数 F[X]，则对 V = {xj |1 ≤ j ≤ n}，设 G 在 F[X] 上的群作用满足若 ggi = gk，
则 gxij = xkj，从而可以定义出

ηG : F[X] → F[V ], xij 7→ gixj , (10)

从而不难看到这是一个满的 F 代数同态，进一步我们有

定理 2.2 (Noether映射). ηG 诱导出映射 ηGG : F[X]G → F[V ]G，且 ηGG(f) = ηG(f)，称其为 Noether
映射，且为满射.
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证明可以参考 [2]，因此这个定理事实上告诉我们，为了寻求 F[V ]G 的有限生成元，我们只需
要找到 F[X]G 的有限生成元，其在 Noether 映射的像即为所求，而注意到 G 在 X 上的作用为置
换作用，从而将 X 排列成矩阵 [xij ]1≤i≤d,1≤j≤n，则对第 j 列 X(j) = {x1j , · · · , xdj}，可知 G 在
F[X] 上的作用是保持 X(j) 中元素同步变化的，进而有

F[X]Sd ↪→ F[X]G ↪→ F[X], (11)

从而我们可以将 Noether 映射限制在 Sd 作用的不变子环上，事实上我们恰好有

定理 2.3. 限制在 F[X]Sd 上的 Noether 映射 ηGG | : F[X]Sd → F[V ]G 是满射.

现在经过上一定理的进一步转化，我们为了找到有限生成元，只需要从 F[X]Sd 中考虑即可，
为了给出具体构造，我们引入极化的概念，设 I = (i1, · · · , in) 为 n 元自然数组，且满足 |I| =
i1 + · · ·+ in ≤ d，进一步对每个 j，从 X(j) 中选择 ij 个不同元素 xk1j , · · · , xkij

j，则对于他们的
乘积

n∏
j=1

xk1j · · ·xkij
j ∈ F[X] (12)

考虑其在 Sd 作用下的轨道元素之和，也即其对应的第一轨道陈类，记为 s(I)，称为 I 阶极化基本
对称函数，进一步设 ηGG |(s(I)) ∈ F[V ]G 为 c(I) 称为 I 阶极化陈类，注意到 I 只有有限个，因为
满足 i1 + · · ·+ in ≤ d 的解有限，从而 c(I) 有限.
那么注意到 c(I) 全体恰为有限个轨道陈类，因此结合一开始的期待，我们希望这就是 F[V ]G

的有限生成元，幸运的是如我们所愿，这便是符合要求的具体构造，而证明的关键在于说明全体极
化基本对称函数 s(I) 生成 F[X]Sd，具体证明也可以在 [2] 中找到.
为了进一步阐明上述基于轨道陈类的有限生成元的构造方式，我们选取一例进行说明：

例 2.4. 考虑 ρ : Z3 → GL(2,R)，1 7→

(
0 −1

1 −1

)
，设 g1 = g = ρ(1)，g2 = g2 = ρ(2)，且

g3 = e = g3 = ρ(3)，从而对 ηZ3
: F[x11, x12, x21, x22, x31, x32] → F[x1, x2]，且

ηZ3
(x3j) = xj j = 1, 2

ηZ3
(x2j) = g2(xj) =

−x2 j = 1

x1 − x2 j = 2
,

ηZ3
(x1j) = g(xj) =

−x1 + x2 j = 1

−x1 j = 2
,

(13)

从而对 G = Z3，我们不难有如 ηGG |(x11x12 + x21x22 + x31x32) = x2
1 − x1x2 + x2

2.
注意到 |G| = 3，从而 I = (i1, i2) 满足 i1+ i2 ≤ 3 的共有 (0, 1), (1, 0), (0, 2), (1, 1), (2, 0), (0, 3)，

(1, 2), (2, 1), (3, 0) 这 9 种可能，我们以 i1 = 2, i2 = 1 为例，对 X(1) = {x11, x21, x31}，X(2) =

{x12, x22, x32}，选取 X(1) 中 i1 = 2 个元素，如 x11, x21，从而 X(2) 中选取一个 x32，从而对于乘
积 x11x21x32，其对应的轨道和 s(I) = x11x21x32 + x31x21x12 + x11x31x22，进而其对应的极化陈类
c(I) = −x3

1 − x3
2 +3x2

1x2，故仿照上述流程，可以求得所有 (但有限个) 轨道陈类 c(I) 作为生成元.

4



3 总结

本文首先回顾了轨道陈类的定义，并且从一般复向量丛的陈类出发，指出齐次对称多项式在
两个陈类中的共通性，进而阐明命名背景，并且对特殊的域，具体构造出一个复向量丛使其陈类恰
为对应的轨道陈类. 进一步，从文献 [2] 出发，逐步转化，基于轨道陈类，给出了不变子环的有限
生成元，并以全体极化陈类 c(I) 的形式给出了具体构造.
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