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摘要

本文主要介绍 Kodaira消灭与嵌入定理.
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1 预备知识

我们在这一节中回顾复流形与全纯向量丛上的微分几何所需要的定义与结果，同时也引入并

固定全文所使用的记号.
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1.1 Kähler流形

定义 1.1 (Hermitian流形). 设 𝑋 为一个复流形，且 dimC 𝑋 = 𝑛，复结构记作 𝐽 ∈ Γ (End(𝑇𝑋)).如果
其上的黎曼度量 𝑔满足与复结构 𝐽 相容，也即

𝑔(𝐽𝑢, 𝐽𝑣) = 𝑔(𝑢, 𝑣), ∀𝑢, 𝑣 ∈ Γ(𝑇𝑋),

则称 (𝑋, 𝑔)是一个 Hermitian流形.

对于黎曼度量 𝑔，我们可以将其 C−双线性的延拓至 𝑇𝑋 ⊗ C上，同时也可以将复结构 𝐽 进行

C−线性延拓，回忆我们有：

• 𝑇𝑋 ⊗ C = {𝑢 +
√
−1𝑣 : 𝑢, 𝑣 ∈ Γ(𝑇𝑋)}，则对 𝑍 = Re(𝑍) +

√
−1Im(𝑍) ∈ 𝑇𝑋 ⊗ C，我们可以定义

其共轭为 𝑍 := Re(𝑍) −
√
−1Im(𝑍).

• 𝑇𝑋 ⊗ C = 𝑇1,0𝑋 ⊕ 𝑇0,1𝑋，其中

– 𝑇1,0𝑋 = {𝑢 −
√
−1𝐽𝑢 : 𝑢 ∈ 𝑇𝑋}，满足 𝐽 |𝑇1,0𝑋 =

√
−1 · id.

– 𝑇0,1𝑋 = {𝑢 +
√
−1𝐽𝑢 : 𝑢 ∈ 𝑇𝑋}，满足 𝐽 |𝑇0,1𝑋 = −

√
−1 · id.

• 我们称 T 𝑋 := 𝑇1,0𝑋 为 𝑋 的全纯切丛.

•
∧1 𝑋 ⊗ C =

∧1,0 𝑋 ⊕ ∧0,1 𝑋，其中

– ∧1,0 𝑋 = (𝑇1,0𝑋)∗ =
{
𝜔 −

√
−1𝜔 ◦ 𝐽 : 𝜔 ∈ ∧1 𝑋

}
，且对 𝜉 ∈ ∧1,0 𝑋，有 𝜉 |𝑇0,1𝑋 ≡ 0.

– ∧0,1 𝑋 = (𝑇0,1𝑋)∗ =
{
𝜔 +

√
−1𝜔 ◦ 𝐽 : 𝜔 ∈ ∧1 𝑋

}
，且对 𝜉 ∈ ∧0,1 𝑋，有 𝜉 |𝑇1,0𝑋 ≡ 0.

利用
∧𝑘 (𝐸 ⊕ 𝐹) =

⊕
𝑝+𝑞=𝑘

∧𝑝 𝐸 ⊗∧𝑞 𝐹，我们可以定义
∧𝑝,𝑞 𝑋 :=

(∧1,0 𝑋
)⊗𝑝 ⊗ (∧0,1 𝑋

)⊗𝑞
,

则有
∧𝑘 𝑋 ⊗ C =

⊕
𝑝+𝑞=𝑘

∧𝑝,𝑞 𝑋 .

• A𝑘
C
(𝑋) := Γ

(∧𝑘 𝑋 ⊗ C
)
，以及 A𝑝,𝑞 (𝑋) := Γ (∧𝑝,𝑞 𝑋).

• 我们称 Ω𝑋 :=
∧1,0 𝑋 = (T 𝑋)∗为 𝑋 的全纯余切丛，且记 Ω𝑝

𝑋 :=
∧𝑝 Ω𝑋 =

∧𝑝,0 𝑋，以及典范线

丛 𝐾𝑋 := det(Ω𝑋) = Ω𝑛
𝑋 =

∧𝑛,0 𝑋 .

注 1.2. 若 (𝑋, 𝑔) 为 Hermitian流形，则容易看到 𝑔(𝑇1,0, 𝑇1,0) = 𝑔(𝑇0,1, 𝑇0,1) = 0.

因此对于 Hermitian流形 (𝑋, 𝑔)，其可以诱导 𝑋 上的全纯切丛 T 𝑋 = 𝑇1,0𝑋 上的一个 Hermitian
度量 ℎ，其中

ℎ(𝑍,𝑊) := 𝑔
(
𝑍,𝑊

)
, ∀𝑍,𝑊 ∈ T 𝑋.

定义 1.3 (Kähler流形). 设 (𝑋, 𝑔) 为 Hermitian流形，称 𝜔𝑔 := 𝑔(𝐽·, ·) 为 (𝑋, 𝑔) 上的基本形式，若
d𝜔𝑔 = 0，则称 𝑋 为 Kähler流形，𝜔𝑔 为 Kähler形式.
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注 1.4. 容易证明对任何 Hermitian度量 𝑔，基本形式 𝜔𝑔 均是实的 (1, 1)−形式，也即 𝜔𝑔 = 𝜔𝑔，且

𝜔𝑔 ∈ A1,1(𝑋).

在 Kähler流形上，我们可以定义如下算子：

定义 1.5. 设 (𝑋, 𝜔𝑔) 为 𝑛维 Kähler流形，则有

• Lefschetz算子 L :
∧𝑝,𝑞 𝑋 → ∧𝑝+1,𝑞+1 𝑋，其中 𝛼 ↦→ 𝛼 ∧ 𝜔𝑔 .

• 视 𝑋为 2𝑛维可定向实流形，则对度量 𝑔，可以定义Hodge ∗−算子：∗ :
∧𝑝,𝑞 𝑋 → ∧𝑛−𝑞,𝑛−𝑝 𝑋 .

• 对偶 Lefschetz算子Λ :
∧𝑝,𝑞 𝑋 → ∧𝑝−1,𝑞−1 𝑋，其中 Λ := ∗−1 ◦ L ◦ ∗.

与此同时，回忆我们对于一般的 Hermitian流形 (𝑋, 𝑔)，也有一些基本的微分算子：

• d = 𝜕 + 𝜕，其中 𝜕 : A𝑝,𝑞 (𝑋) → A𝑝+1,𝑞 (𝑋)，以及 𝜕 : A𝑝,𝑞 (𝑋) → A𝑝,𝑞+1(𝑋).

• 对偶算子 d∗ := − ∗ ◦d ◦ ∗，以及 𝜕∗ := − ∗ ◦𝜕 ◦ ∗和 𝜕
∗

:= − ∗ ◦𝜕 ◦ ∗.

• Laplace算子 Δ := dd∗ + d∗d，以及 Δ𝜕 := 𝜕𝜕∗ + 𝜕∗𝜕 和 Δ𝜕 := 𝜕𝜕
∗ + 𝜕∗𝜕.

这些算子之间并不孤立，事实上我们有如下的重要恒等式：

定理 1.6 (Kähler恒等式). 设 (𝑋, 𝜔𝑔)为 Kähler流形，则在 A𝑝,𝑞 (𝑋) 上，有

• [Λ,L] = (𝑛 − 𝑝 − 𝑞) · Id.

• [Λ, 𝜕] = −
√
−1𝜕∗.

下一小节中我们将会看到这个恒等式与其在全纯向量丛上的推广——Nakano恒等式，这些恒
等式是证明 Kodaira消灭定理的关键.

1.2 全纯向量丛

设 (𝐸, ℎ)是 Hermitian流形 (𝑋, 𝑔)上的全纯向量丛，且带有 Hermitian度量 ℎ，则回忆我们有：

• A𝑘 (𝐸) := Γ
(∧𝑘 𝑋 ⊗ 𝐸

)
，即全体 𝐸−值的 𝑘−形式，同样有A𝑝,𝑞 (𝐸) := Γ (∧𝑝,𝑞 𝑋 ⊗ 𝐸)，也即

全体 𝐸−值的 (𝑝, 𝑞) 形式. 我们有分解 A𝑘 (𝐸) =
⊕

𝑝+𝑞=𝑘 A𝑝,𝑞 (𝐸).

• 𝐸 上存在 C−线性映射 𝜕𝐸 : A𝑝,𝑞 (𝐸) → A𝑝,𝑞+1(𝐸)，且满足 𝜕
2
𝐸 = 0，以及 Lebniz法则

𝜕𝐸 ( 𝑓 · 𝛼) = 𝜕 𝑓 ∧ 𝛼 + 𝑓 𝜕𝐸𝛼.
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• 𝐸 上的 Dolbeault上同调定义为

H𝑝,𝑞 (𝑋, 𝐸) := H𝑞
(
A𝑝,•(𝑋, 𝐸), 𝜕𝐸

)
=

Ker
(
𝜕𝐸 : A𝑝,𝑞 (𝐸) → A𝑝,𝑞+1(𝐸)

)
Im

(
𝜕𝐸 : A𝑝,𝑞−1(𝐸) → A𝑝,𝑞 (𝐸)

) .
熟知 [1] Dolbeault上同调群 H𝑝,𝑞 (𝑋, 𝐸) 同构于 H𝑞

(
𝑋,Ω𝑝

𝑋 ⊗ 𝐸
)
.

• 对于 Hermitian度量 ℎ，其可以诱导 ℎ : 𝐸 → 𝐸∗一个 C−反线性的同构，其中 𝑠 ↦→ ℎ(·, 𝑠)，则
我们可以定义 ∗̄𝐸 :

∧𝑝,𝑞 𝑋 ⊗ 𝐸 → ∧𝑛−𝑝,𝑛−𝑞 𝑋 ⊗ 𝐸∗，其中对 𝜑 ∈ A𝑝,𝑞 (𝑋)与 𝑠 ∈ Γ(𝐸)，

∗̄𝐸 (𝜑 ⊗ 𝑠) := ∗̄(𝜑) ⊗ ℎ(𝑠) := ∗𝜑 ⊗ ℎ(𝑠) = ∗(�̄�) ⊗ ℎ(𝑠),

其中最后一个等号用到了 ∗是 C−线性延拓得到的.

容易看到在
∧𝑝,𝑞 𝑋 ⊗ 𝐸 上有 ∗̄𝐸∗ ◦ ∗̄𝐸 = (−1)𝑝+𝑞.

• 在 A𝑝,𝑞 (𝐸)上我们可以定义 Hermitian度量 (·, ·)，其中

(𝛼, 𝛽) :=
∫
𝑋
𝛼 ∧ ∗̄𝐸 𝛽, ∀𝛼, 𝛽 ∈ A𝑝,𝑞 (𝐸),

这里 ∧对 𝐸 和 𝐸∗上的分量是 𝐸 ⊗ 𝐸∗ → C的配对.

• 类似于 Kähler流形上的情形，我们也可以定义 𝜕𝐸 的对偶算子 𝜕
∗
𝐸 := −∗̄𝐸 ◦ 𝜕𝐸 ◦ ∗̄𝐸，不难证

明其恰好是在 Hermitian度量 (·, ·) 下 𝜕𝐸 的对偶算子.

• 𝐸 上的 Laplace算子定义为 Δ𝐸 := 𝜕𝐸𝜕
∗
𝐸 + 𝜕∗𝐸𝜕𝐸，称

H𝑝,𝑞 (𝐸) := Ker (Δ𝐸 : A𝑝,𝑞 (𝐸) → A𝑝,𝑞 (𝐸)) ,

为调和 (p, q)-形式.容易看到 ∗̄𝐸 : H𝑝,𝑞 (𝐸) → H𝑛−𝑝,𝑛−𝑞 (𝐸∗) 诱导了 C−反线性同构.

我们有如下重要结果：

定理 1.7 (Hodge分解). 设 (𝐸, ℎ) 是 Hermitian流形 (𝑋, 𝑔) 上的全纯向量丛，则有

A𝑝,𝑞 (𝐸) = 𝜕𝐸A𝑝,𝑞−1(𝐸) ⊕ H𝑝,𝑞 (𝐸) ⊕ 𝜕∗𝐸A𝑝,𝑞+1(𝐸).

由此也容易得到 H𝑝,𝑞 (𝑋, 𝐸) � H𝑝,𝑞 (𝐸)，且为有限维线性空间.

定理的完整证明需要椭圆微分算子的技术，囿于篇幅，详细证明可以参考 [2].
利用 Hodge分解以及H𝑝,𝑞 (𝑋, 𝐸) ×H𝑛−𝑝,𝑛−𝑞 (𝑋, 𝐸∗) → C上的非退化配对：(𝛼, 𝛽) ↦→

∫
𝑋
𝛼 ∧ 𝛽，

我们有如下的 Serre对偶定理：
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定理 1.8 (Serre对偶). 设 𝐸 是紧 𝑛维复流形 𝑋 上的全纯向量丛，则我们有 C−线性同构

H𝑝,𝑞 (𝑋, 𝐸) � (H𝑛−𝑝,𝑛−𝑞 (𝑋, 𝐸∗))∗ .

特别的，我们有如下两个更常用的对偶

H𝑞 (
𝑋,Ω𝑝

𝑋 ⊗ 𝐸
)
�

(
H𝑛−𝑞 (

𝑋,Ω𝑛−𝑝
𝑋 ⊗ 𝐸∗) )∗

H𝑞 (𝑋, 𝐸) � (H𝑛−𝑞 (𝑋, 𝐾𝑋 ⊗ 𝐸∗))∗ .

现在我们转入全纯向量丛上的微分几何：

定义 1.9 (联络与曲率). 设 𝐸 是 Hermitian流形 (𝑋, 𝑔) 上的全纯向量丛，𝐸 上的联络d𝐴 : A0(𝐸) →
A1(𝐸) 是一个 C−线性映射，且满足如下 Lebniz法则：

d𝐴 ( 𝑓 · 𝑠) = d 𝑓 ⊗ 𝑠 + 𝑓 · d𝐴𝑠

对任意 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑋)，以及 𝑠 ∈ Γ(𝐸).
容易证明 𝐹𝐴 := d𝐴 ◦ d𝐴 ∈ A2(End(𝐸))，称为联络 d𝐴 的曲率.

注意到A1(𝐸) = A1,0(𝐸)⊕A0,1(𝐸)，对于联络 d𝐴也可以对应分解为 𝜕𝐴+𝜕𝐴，这里 𝜕𝐴 : A0(𝐸) →
A1,0(𝐸)，且 𝜕𝐴 : A0(𝐸) → A0,1(𝐸). 回忆对于全纯向量丛，我们也有典范的 𝜕𝐸 : A0(𝐸) → A0,1(𝐸)，
这启发我们定义如下特别的联络：

定义 1.10 (Chern联络). 设 (𝐸, ℎ)是 Hermitian流形 (𝑋, 𝑔)上的全纯向量丛，我们称 𝐸 上的联络 d𝐴
是 Chern联络，如果其满足：

• d (ℎ(𝑠, 𝑡)) = ℎ(d𝐴𝑠, 𝑡) + ℎ(𝑠, d𝐴𝑡)，其中 𝑠, 𝑡 ∈ Γ(𝐸).

• 𝜕𝐴 = 𝜕𝐸，也即 d𝐴 = 𝜕𝐴 + 𝜕𝐸 .

注 1.11. 容易证明，给定 𝐸 上的 Hermitian度量 ℎ，Chern联络是存在且唯一的.

对于 Chern联络 d𝐴，其曲率 𝐹𝐴 ∈ A1,1 (End(𝐸, ℎ))，这可以通过局部上利用 d𝐴 = d + 𝐴，以及
𝐹𝐴 = d𝐴 + 𝐴 ∧ 𝐴证明，细节可以参考 [1].
特别的，对于全纯线丛 (𝐿, ℎ)，注意到 End(𝐿, ℎ) � 𝔲(𝐿) �

√
−1R，也即 𝑋 上的平凡丛，可知

对于其上的 Chern联络对应的曲率 𝐹𝐴 ∈
√
−1A1,1(𝑋)，也即

√
−1𝐹𝐴 实的 (1, 1)−形式.

因此可以定义：

定义 1.12. 对于全纯线丛 𝐿，称

𝑐1(𝐿) :=

[√
−1

2𝜋
𝐹𝐴

]
为 𝐿 的第一 Chern类，其中 𝐹𝐴 为 𝐿 上任一联络 d𝐴 的曲率.

5



注 1.13. 利用 Chern-Weil定理可以保证上述定义的良好性，如 𝐹𝐴是闭的，以及上同调类不依赖于

联络的选取.

特别的，对于 Hermitian流形 (𝑋, 𝑔) 上的全纯线丛 𝐿，选取一个 Hermitian度量以及其对应的
Chern联络 d𝐴，我们有

𝑐1(𝐿) =
[√

−1
2𝜋

𝐹𝐴

]
∈ H1,1(𝑋,R).

定义 1.14 (除子与线丛). 复流形 𝑋 的余一维解析子簇 𝑌 称为超平面 (也即局部上总可写成一个全
纯函数的零点集)，若 𝑌 不能分解成其他超平面的并，则称 𝑌 是不可约的.

𝑋 上的除子 𝐷 是形式线性组合

𝐷 =
∑
𝑖

𝑎𝑖 · 𝑌𝑖,

其中 𝑌𝑖 ⊂ 𝑋 为不可约超曲面且 𝑎𝑖 ∈ Z.
任意一个除子 𝐷，都可以唯一定义 [1]一个 𝑋 上的全纯线丛 O𝑋 (𝐷).

2 Kodaira消灭定理
现在我们可以开始陈述并证明本文的主题之一——Kodaira消灭定理:

定理 2.1 (Kodaira消灭定理). 设 𝐿 是 𝑛维紧复流形 𝑋 上的全纯正线丛，则当 𝑝 + 𝑞 > 𝑛时，有

H𝑝,𝑞 (𝑋, 𝐿) = 0.

在证明上述定理之前，我们先介绍关于线丛正性的概念：

2.1 正形式与正线丛

定义 2.2 (正形式). 设 𝛼是 Kähler流形 (𝑋, 𝜔𝑔)上的一个实的 (1, 1)−形式，称其是正的，如果对任
意非零全纯切向量 𝑣 ∈ T 𝑋，均有

−
√
−1𝛼(𝑣, 𝑣) > 0.

例子 2.3. Kähler形式 𝜔𝑔 就是一个实的 (1, 1)−正形式，注意到选取局部坐标 (𝑧𝑖)，则有 𝑇𝑋 ⊗ C =

spanC
{
𝜕1, · · · , 𝜕𝑛, 𝜕1̄, · · · , 𝜕�̄�

}
，其中 𝜕𝑖 :=

𝜕

𝜕𝑧𝑖
，𝜕𝑗 =

𝜕

𝜕𝑧 𝑗
. 因此有 𝑔 = 𝑔𝑖 𝑗d𝑧𝑖 ⊗d𝑧 𝑗，这里 𝑔𝑖 𝑗 = 𝑔(𝜕𝑖, 𝜕𝑗 ).

从而 𝜔𝑔 =
√
−1𝑔𝑖 𝑗d𝑧𝑖 ∧ d𝑧 𝑗，因此对任意 0 ≠ 𝑣 = 𝑣𝑖𝜕𝑖 ∈ Γ(T 𝑋)，我们有

−
√
−1𝜔𝑔 (𝑣, 𝑣) = 𝑔𝑖 𝑗𝑣𝑖𝑣 𝑗 = 𝑔(𝑣, 𝑣) > 0.

定义 2.4 (正线丛). 复流形 𝑋 上的全纯线丛 𝐿 称为正的，如过存在实的闭、正 (1, 1)−形式 𝜔，使

得 𝑐1(𝐿) = [𝜔] ∈ 𝐻1,1(𝑋,R).

注 2.5. 事实上，如果 𝑋 上允许一个正线丛 𝐿，那么 (𝑋, 𝜔) 就是一个 Kähler流形.
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为了便于使用，下面关于正线丛的几何刻画至关重要：

性质 2.6. 设 𝜔为 Kähler流形 𝑋 上实的 (1, 1)−形式，且 [𝜔] = 𝑐1(𝐿) ∈ 𝐻1,1(𝑋,R)，则存在全纯线

丛 𝐿上的 Hermitian度量 ℎ，使得其 Chern联络对应的曲率 𝐹𝐴 满足 𝜔 =

√
−1

2𝜋
𝐹𝐴.

特别的，全纯线丛 𝐿是正的，当且仅当存在其上 Hermitian度量 ℎ，使得其 Chern联络对应的

曲率 𝐹𝐴 满足

√
−1

2𝜋
𝐹𝐴 是正形式，也即对任何 𝑣 ∈ Γ(T 𝑋) 有 𝐹𝐴 (𝑣, 𝑣) > 0.

证明：任取 𝐿上的 Hermitian度量 ℎ0，以及其对应的 Chern曲率 𝐹𝐴0，则对任何 𝜌 ∈ 𝐶∞(𝑋)，e𝜌 · ℎ0

也是 𝐿 上的一个 Hermitian度量，设其对应的 Chern曲率为 𝐹𝐴𝜌 .
回忆 [1]中计算，我们有 𝐹𝐴0 = 𝜕𝜕 log(ℎ0)，这里局部上 ℎ0可以看成是一个正函数，因此有

𝐹𝐴𝜌 = 𝜕𝜕 log (e𝜌 · ℎ0) = 𝜕𝜕 (𝜌 + log ℎ0) = 𝜕𝜕𝜌 + 𝐹𝐴0 .

反之，任给 𝜌 ∈ 𝐶∞(𝑋)，𝜕𝜕𝜌 + 𝐹𝐴0 均可以被实现成 Chern曲率，因此现在只需要解如下的 𝜕𝜕−方
程：寻找 𝜌使得

𝜕𝜕𝜌 = −2𝜋
√
−1𝜔 − 𝐹𝐴0 ,

这里 [𝜔] = 𝑐1(𝐿) ∈ 𝐻1,1(𝑋,R)是一个实的 (1, 1)−形式.
注意到 d

(
−2𝜋

√
−1𝜔 − 𝐹𝐴0

)
= 0，也即 𝑑−闭的，从而由 [1]中 Kähler流形的 𝜕𝜕−引理，我们

可知 𝜌的存在性，综上我们完成了证明. □

2.2 Kodaira消灭定理的证明

我们现在可以开始证明 Kodaira消灭定理，为此我们需要借助一些算子与恒等式：回忆 Kähler
流形A𝑝,𝑞 (𝑋)上的 Lefschetz算子 L及其对偶 Λ，其可自然延拓到A𝑝,𝑞 (𝐸)上，也即考虑 L = L ⊗ 1，
以及 Λ = Λ ⊗ 1.

我们有如下 Kähler恒等式的推广，

定理 2.7 (Nakano恒等式). 设 (𝐸, ℎ) 为 Kähler流形 (𝑋, 𝜔𝑔) 上的全纯向量丛，且有 Chern联络 d𝐴，
则在 A𝑝,𝑞 (𝐸) 上，有

• [Λ,L] = (𝑛 − 𝑝 − 𝑞) · Id.

• [Λ, 𝜕𝐸 ] =
√
−1∗̄𝐸∗ ◦ 𝜕𝐴∗ ◦ ∗̄𝐸 =: −

√
−1 (𝜕𝐴)∗，其中 d𝐴∗ 是 d𝐴 在 𝐸∗上诱导的 Chern联络.

注 2.8. 容易看到当取 𝐸 = O𝑋，即全纯平凡丛时，Kähler恒等式就是 Nakano恒等式的特例，这两
者的证明可以在 [1]、[2]中找到，由于其证明对理解定理并无本质作用，我们略去细节.
可以证明，(𝜕𝐴)∗ := −∗̄𝐸∗ ◦ 𝜕𝐴∗ ◦ ∗̄𝐸 是 𝜕𝐴在A𝑝,𝑞 (𝐸)上赋予 Hermitian度量 (·, ·)下的对偶算子.

性质 2.9. 设 (𝐸, ℎ) 是 Kähler流形 (𝑋, 𝜔𝑔) 上的全纯向量丛，则对任何调和 (𝑝, 𝑞)−形式 𝛼，也即

𝛼 ∈ H𝑝,𝑞 (𝑋, 𝐸)，以及 (𝐸, ℎ)上 Chern曲率 𝐹𝐴 有
√
−1

2𝜋
(𝐹𝐴 ∧ Λ(𝛼), 𝛼) ≤ 0,

√
−1

2𝜋
(Λ(𝐹𝐴 ∧ 𝛼), 𝛼) ≥ 0,

这里 (·, ·)表示 A𝑝,𝑞 (𝐸) 上的 Hermitian度量.
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证明：由 d𝐴为 Chern联络，则有 d𝐴 = 𝜕𝐴 + 𝜕𝐸，进而 𝐹𝐴 = 𝜕𝐴 ◦ 𝜕𝐸 + 𝜕𝐸 ◦ 𝜕𝐴. 由 𝛼调和，从而可知

𝜕𝐸𝛼 = 0且 𝜕𝐸𝛼 = 0. 进而
√
−1 (𝐹𝐴 ∧ Λ(𝛼), 𝛼) =

√
−1

(
𝜕𝐴 ◦ 𝜕𝐸 ◦ Λ(𝛼), 𝛼

)
+
√
−1

(
𝜕𝐸 ◦ 𝜕𝐴 ◦ Λ(𝛼), 𝛼

)
=
√
−1

(
𝜕𝐸 ◦ Λ(𝛼), 𝜕∗𝐴𝛼

)
+
√
−1

(
𝜕𝐴 ◦ Λ(𝛼), 𝜕∗𝐸𝛼

)
=

(
𝜕𝐸 ◦ Λ(𝛼),−

√
−1𝜕∗𝐴𝛼

)
+ 0 (利用𝛼调和)

=
(
𝜕𝐸 ◦ Λ(𝛼), [Λ, 𝜕𝐸 ]𝛼

)
(利用 Nakano恒等式)

= −
(
𝜕𝐸 ◦ Λ(𝛼), 𝜕𝐸 ◦ Λ(𝛼)

)
(利用𝛼调和)

= −||𝜕𝐸 ◦ Λ(𝛼) | |2 ≤ 0.

类似地，我们有

√
−1 (Λ(𝐹𝐴 ∧ 𝛼), 𝛼) =

√
−1

(
Λ ◦ 𝜕𝐸 ◦ 𝜕𝐴 (𝛼), 𝛼

)
=
√
−1

(
[Λ, 𝜕𝐸 ] ◦ 𝜕𝐴 (𝛼), 𝛼

)
+
√
−1

(
𝜕𝐸 ◦ Λ ◦ 𝜕𝐴 (𝛼), 𝛼

)
=

(
𝜕∗𝐴 ◦ 𝜕𝐴 (𝛼), 𝛼

)
+
√
−1

(
Λ ◦ 𝜕𝐴 (𝛼), 𝜕

∗
𝐸𝛼

)
= | |𝜕𝐴𝛼 | |2 ≥ 0,

其中再次用到了 Nakano恒等式与 𝜕
∗
𝐸𝛼 = 0. □

现在我们可以开始证明 Kodaira消灭定理：
证明：注意到 𝐿 为正线丛，从而由性质2.6，可知存在其上的 Hermitian度量使得对应的 Chern曲

率 𝐹𝐴 满足

√
−1

2𝜋
𝐹𝐴 是实的正 (1, 1)−形式，从而视

√
−1

2𝜋
𝐹𝐴 为 𝑋 上的 Kähler形式，也即有 Kähler

流形

(
𝑋,

√
−1

2𝜋
𝐹𝐴

)
，从而有其对应的 Lefschetz算子 L = · ∧

√
−1

2𝜋
𝐹𝐴.

由性质2.9，任取调和 (𝑝, 𝑞)−形式 𝛼，也即 𝛼 ∈ H𝑝,𝑞 (𝐿)，我们有([
Λ,

√
−1

2𝜋
𝐹𝐴

]
𝛼, 𝛼

)
=

√
−1

2𝜋
(Λ(𝐹𝐴 ∧ 𝛼), 𝛼) −

√
−1

2𝜋
(𝐹𝐴 ∧ Λ(𝛼), 𝛼) ≥ 0,

再由 Nakano恒等式，我们可知

(𝑛 − 𝑝 − 𝑞) | |𝛼 | |2 = ( [Λ,L]𝛼, 𝛼) =
([
Λ,

√
−1

2𝜋
𝐹𝐴

]
𝛼, 𝛼

)
≥ 0,

从而可知当 𝑝+𝑞 > 𝑛时，我们有𝛼 = 0，也即H𝑝,𝑞 (𝐿) = 0，故由定理1.7可知H𝑝,𝑞 (𝑋, 𝐿) � H𝑝,𝑞 (𝐿) = 0，
即证 Kodaira消灭定理. □

用类似的办法，可以证明如下的消灭定理，

定理 2.10 (Serre消灭定理). 设 𝐿为 𝑛维紧复流形 𝑋 上的全纯正线丛，则对任意 𝑋 上的全纯向量丛

𝐸，存在常数 𝑚0 = 𝑚0(𝐸)，使得
H𝑞 (𝑋, 𝐸 ⊗ 𝐿𝑚) = 0
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对任意 𝑚 ≥ 𝑚0且 𝑞 > 0成立.

证明：注意到对 𝐾𝑋 = Ω𝑛
𝑋，我们有

H𝑞 (𝑋, 𝐸 ⊗ 𝐿𝑚) = H𝑞 (
𝑋,Ω𝑛

𝑋 ⊗
(
𝐾∗
𝑋 ⊗ 𝐸

)
⊗ 𝐿𝑚

)
= H𝑛,𝑞 (

𝑋,
(
𝐾∗
𝑋 ⊗ 𝐸

)
⊗ 𝐿𝑚

)
,

从而设 𝐸 := 𝐾∗
𝑋 ⊗ 𝐸，故只需证明：存在 𝑚0使得对任何 𝑚 ≥ 𝑚0，以及 𝑝 + 𝑞 > 𝑛，有

H𝑝,𝑞
(
𝑋, 𝐸 ⊗ 𝐿𝑚

)
= 0.

任取 𝐸 与 𝐿 上的 Hermitian度量，并设其对应的 Chern联络分别为 d𝐸 和 d𝐿，则 𝐸 ⊗ 𝐿𝑚 上

有 Chern联络 d𝐴 := d𝐸 ⊗ 1 + 1 ⊗ d𝐿𝑚 .由 𝐿 为正线丛，故不妨假设选取的度量使得 𝜔 :=
√
−1

2𝜋
𝐹𝐿 为

Kähler形式，则可知 (𝑋, 𝜔) 为 Kähler流形，记对应的 Lefschetz算子记为 L𝜔.
注意到

𝐹𝐴 = 𝐹𝐸 ⊗ 1 + 𝑚 · 1 ⊗ 𝜔,

从而任取 𝛼 ∈ H𝑝,𝑞
(
𝑋, 𝐸 ⊗ 𝐿𝑚

)
，由性质2.9，可知

0 ≤
√
−1

2𝜋
( [Λ, 𝐹𝐴]𝛼, 𝛼)

=

√
−1

2𝜋
( [
Λ, 𝐹𝐸

]
𝛼, 𝛼

)
+ 𝑚 ·

√
−1

2𝜋
([Λ, 𝐹𝐿] 𝛼, 𝛼)

=

√
−1

2𝜋
( [
Λ, 𝐹𝐸

]
𝛼, 𝛼

)
+ 𝑚 · ( [Λ,L𝜔]𝛼, 𝛼)

≤ 1
2𝜋

[Λ, 𝐹𝐸 ] · | |𝛼 | |2 + 𝑚(𝑛 − 𝑝 − 𝑞) | |𝛼 | |2,

因此当 𝑚(𝑛 − 𝑝 − 𝑞) + 1
2𝜋

·
[Λ, 𝐹𝐸 ] < 0时，可知 𝛼 = 0.

进而可知存在 𝑚0 = 𝑚0(𝐸) =
[Λ, 𝐹𝐸 ]

2𝜋
，使得对任何 𝑚 > 𝑚0，且 𝑝 + 𝑞 > 𝑛，有

H𝑝,𝑞
(
𝑋, 𝐸 ⊗ 𝐿𝑚

)
� H𝑝,𝑞

(
𝑋, 𝐸 ⊗ 𝐿𝑚

)
= 0,

特别的，选取 𝑝 = 𝑛，𝑞 > 0，则可完成证明. □

Kodaira消灭定理经常用于证明不存在全纯截面，如下例，

例子 2.11. 我们证明对复射影空间 C𝑃𝑛，其上的全纯线丛O(𝑚)当 𝑚 < 0时，不存在全纯截面：事
实上，只需证明 H0 (C𝑃𝑛,O(𝑚)) = 0，由 Serre对偶定理，我们有

H0(C𝑃𝑛,O(𝑚)) � H𝑛 (
C𝑃𝑛,Ω𝑛

𝑋 ⊗ O(−𝑚)
)∗ � H𝑛,𝑛 (C𝑃𝑛,O(−𝑚))∗ .

回忆 𝑐1 (O(1)) = [𝜔FS]，这里𝜔FS是 C𝑃𝑛的 Fubini-Study度量对应的 Kähler形式，而 Kähler形
式总是正的实 (1, 1)−形式，因此可知O(1)为正线丛，从而对任何 −𝑚 > 0，有O(−𝑚) = O(1)⊗(−𝑚)

也为正线丛，从而由 Kodaira消灭定理，可知

H0(C𝑃𝑛,O(𝑚)) � H𝑛,𝑛 (C𝑃𝑛,O(−𝑚))∗ = 0.
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3 Kodaira嵌入定理
Kodaira消灭定理的一个最优雅的应用是如下的 Kodaira嵌入定理，我们将在本节最后给出其

完整的证明.

定理 3.1 (Kodaira嵌入定理). 设 𝐿是紧复流形 𝑋 上的全纯正线丛，则 𝑋 是射影流形，即存在 𝑁 使

得 𝑋 可以全纯嵌入到 C𝑃𝑁 中.

注 3.2. 事实上，若 𝑋 为射影流形，也即存在全纯嵌入 𝑖 : 𝑋 ↩→ C𝑃𝑁，则其上总存在全纯正线丛

𝑖∗O(1)，换言之存在全纯正线丛是 𝑋 射影流形的充要条件.

上述定理表明紧复流形是否是射影流形的障碍可被如下的拓扑条件所刻画：

推论 3.3. 设 𝑋 为紧复流形，则 𝑋 为射影流形当且仅当存在 𝑎 ∈ H2(𝑋,Z) 使得 𝑎 可以表示为正的

实 (1, 1)−形式.

证明：只需证明存在 𝑎 ∈ H2(𝑋,Z)使得 𝑎可以表示为正的实 (1, 1)−形式等价于存在全纯正线丛，一
方面若 𝐿为全纯正线丛，则可知 𝑐1(𝐿) ∈ H2(𝑋,Z)，且存在实的正 (1, 1)−形式 𝜔使得 𝑐1(𝐿) = [𝜔]，
从而可知 𝑎 = 𝑐1(𝐿) 即为所求.

另一方面，由假设可知 𝑎 ∈ H1,1(𝑋,Z) := H2(𝑋,Z) ∩H1,1(𝑋)，且 𝑎是正形式，从而由 Lefschetz
定理 [1]，Pic(𝑋) → H1,1(𝑋,Z) 为满射，从而可知存在全纯线丛 𝐿 使得 𝑐1(𝐿) = 𝑎，故可知 𝐿 是 𝑋

上的全纯正线丛. □

例子 3.4. 设 𝑋 为紧复曲线，也即紧黎曼面，则可知其上的体积形式 Vol𝑋 ∈ H2(𝑋,Z) 可被表示为
正的实 (1, 1)−形式，从而由推论3.3可知 𝑋 是射影流形，也即所有紧黎曼面都可以嵌入到复射影

空间中.事实上，可以证明 [3]，任何紧黎曼面都可以全纯嵌入到 C𝑃3中.

为了证明 Kodaira嵌入定理，我们实际上是借助 𝐿的截面去构造嵌入映射，为了叙述方便，我

们需要首先引入丰沛线丛的概念.

3.1 丰沛线丛

设 𝐿 为紧复流形 𝑋 上的全纯线丛，则由定理1.7可知

H0(𝑋, 𝐿) = H0(𝑋,Ω0
𝑋 ⊗ 𝐿) � H0,0(𝑋, 𝐿)

是有限维线性空间，设有一组线性基 𝑠0, · · · , 𝑠𝑁，则其零点集的交

Bs(𝐿) := Z(𝑠0) ∩ · · · ∩ Z(𝑠𝑁 )

是 𝑋 的一个解析子簇，容易看到在 𝑋 \ Bs(𝐿) 上，我们可以良好定义如下全纯映射：

𝜑𝐿 : 𝑋 \ Bs(𝐿) → C𝑃𝑁 , 𝑥 ↦→ [𝑠0(𝑥) : · · · : 𝑠𝑁 (𝑥)],
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并且我们有 [1]，𝜑∗𝐿OC𝑃𝑁 (1) � 𝐿 |𝑋\Bs(𝐿) .
因此我们可以借助线丛的全纯截面去构造一个到复射影空间的映射，我们自然希望这个全纯

映射恰好能实现为嵌入，这启发我们去定义：

定义 3.5 (丰沛线丛). 设 𝐿 为紧复流形 𝑋 上的全纯线丛，称其为丰沛的，如果存在 𝑘 > 0 使得
Bs(𝐿𝑘 ) = ∅，且对 H0(𝑋, 𝐿𝑘 ) 的一组线性基 𝑠0, · · · , 𝑠𝑁，有映射

𝜑𝐿𝑘 : 𝑋 → C𝑃𝑁 , 𝑥 ↦→ [𝑠0(𝑥) : · · · : 𝑠𝑁 (𝑥)]

是一个全纯嵌入.

利用上述概念，我们可以将 Kodaira嵌入定理重述为：

定理 3.6 (Kodaira嵌入定理等价形式). 设 𝐿 为紧 Kähler流形上的全纯线丛，则 𝐿 为正线丛当且仅

当 𝐿 为丰沛线丛.

丰沛线丛蕴含正线丛是较为容易的：

证明：设 𝐿 为 𝑋 上的丰沛线丛，则存在 𝑘 > 0使得 𝜑𝐿𝑘 为嵌入，且 𝐿𝑘 � 𝜑∗
𝐿𝑘O(1)，由 O(1) 是正

线丛，不难知道其拉回 𝐿𝑘 也是正线丛，注意到 𝑐1(𝐿𝑘 ) = 𝑘 · 𝑐1(𝐿) 可知 𝐿也是正线丛. □

我们将在3.3节中给出另一部分的证明，设已有 𝐿为紧复流形 𝑋 上的正线丛，我们想要说明存

在 𝑘 > 0使得对 H0(𝑋, 𝐿𝑘 )的线性基 𝑠0, · · · , 𝑠𝑁，有

𝜑𝐿𝑘 : 𝑋 → C𝑃𝑁 , 𝑥 ↦→ [𝑠0(𝑥) : · · · : 𝑠𝑁 (𝑥)]

是一个全纯嵌入，只需证明如下三点：

1. Bs(𝐿𝑘 ) = ∅从而 𝜑𝐿𝑘 能全局定义在 𝑋 上，这等价于任意 𝑝 ∈ 𝑋，存在 𝑠 ∈ H0(𝑋, 𝐿𝑘 )，使得
𝑠(𝑝) ≠ 0，这显然等价于限制映射

H0(𝑋, 𝐿𝑘 ) → 𝐿𝑘 |𝑝, 𝑠 ↦→ 𝑠(𝑝)

是满射.

2. 𝜑𝐿𝑘 为单射，为保证这点，只需证明对任意 𝑝 ≠ 𝑞 ∈ 𝑋，存在 𝑠 ∈ H0(𝑋, 𝐿𝑘 )，使得 𝑠(𝑝) ≠ 0而
𝑠(𝑞) = 0，这显然等价于限制映射

H0(𝑋, 𝐿𝑘 ) → 𝐿𝑘 |𝑝 ⊕ 𝐿𝑘 |𝑞, 𝑠 ↦→ (𝑠(𝑝), 𝑠(𝑞))

是满射.

3. 𝜑𝐿𝑘 为浸入，也即任意 𝑝 ∈ 𝑋，切映射 𝜑𝐿𝑘∗,𝑝 为单射，等价于 𝜑∗
𝐿𝑘 |𝑝 : ΩC𝑃𝑁 |𝜑𝐿𝑘 (𝑝) → Ω𝑋 |𝑝

为满射. 取 𝑠0 ∈ H0(𝑋, 𝐿𝑘 ) 使得 𝑠0(𝑝) ≠ 0，并扩张成线性基 𝑠0, · · · , 𝑠𝑁，使得 𝑠𝑖 (𝑝) = 0对任
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意 𝑖 > 0. 从而 𝜑𝐿𝑘 在 𝑝 的邻域上可表示成 𝑦 ↦→ (𝑡1(𝑦), · · · , 𝑡𝑁 (𝑦)) ∈ C𝑁，其中 𝑡𝑖 =
𝑠𝑖
𝑠0
，并且

𝑡𝑖 (𝑝) = 0. 进而 𝜑∗
𝐿𝑘 |𝑝 满射等价于 (d𝑡𝑖)𝑝 构成了 Ω𝑋 |𝑝 的一组基.

记 𝑉𝐿 (𝑝) := {𝑠 ∈ H0(𝑋, 𝐿) : 𝑠(𝑝) = 0}，从而容易证明 [1]，上述等价于外微分映射

d𝑝 : 𝑉𝐿𝑘 (𝑝) → 𝐿𝑘 |𝑝 ⊗ Ω𝑋 |𝑝, 𝑠 ↦→ (d𝑠)𝑝

为满射.

显然 1蕴含于 2中，因此我们只需证明存在 𝑘 > 0使得 2,3均满足. 为证明 2,3，我们需要在 𝑋

上对 𝑝, 𝑞两点进行爆破，于是我们需要先在下一小节中回忆爆破的基本知识.

3.2 复流形的爆破

我们主要关心在一点处的爆破，首先来看向量空间的情形：

定义 3.7 (C𝑛 的爆破). 我们定义C𝑛 在点 0处的爆破为

Bl0(C𝑛) := {(ℓ, 𝑧) ∈ C𝑃𝑛−1 × C𝑛 : 𝑧 ∈ ℓ} ⊂ C𝑃𝑛−1 × C𝑛.

容易看到 Bl0(C𝑛) 即为 OC𝑃𝑛−1 (−1)，也即 C𝑃𝑛−1上的典范线丛.

之所以称其为”爆破”，是因为我们有如下基本的性质：

性质 3.8. 考虑投影映射 pr2 : Bl0(C𝑛) → C𝑛，也即 (ℓ, 𝑧) ↦→ 𝑧，则注意到 pr−1
2 (0) = {(ℓ, 0) : ℓ ∈

C𝑃𝑛−1} � C𝑃𝑛−1，且为 O(−1) 的零截面，从而我们有投影映射

pr2 : Bl0(C𝑛) \ C𝑃𝑛−1 → C𝑛 \ {0}

为双全纯同构.

现在我们可以对一般的复流形去定义在一点处的爆破了，本质上就是局部上将 𝑝的邻域替换

为其爆破，

定义 3.9 (复流形的爆破). 设 𝑋 为 𝑛维紧复流形，𝑝 ∈ 𝑋，我们定义 Bl𝑝 (𝑆)为 𝑋 在点 𝑝处的爆破如

下：

• 选取 𝑝的邻域𝑈 与双全纯同构 𝜑 : 𝑈 → C𝑛，且 𝜑(𝑝) = 0，

• 考虑双全纯同构 𝜓 : C𝑛 \ {0} → Bl0(C𝑛),

则我们现在取

𝑋𝑝 := Bl𝑝 (𝑋) := (𝑋 \𝑈) ∪𝜑◦𝜓 Bl0(C𝑛),

容易看到 𝑋𝑝 = Bl𝑝 (𝑋)仍为一个复流形.
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注 3.10. 事实上，容易看到我们有 𝑋𝑝 = 𝑋 ∪ P
(
𝑇1,0
𝑝 𝑋

)
.

定义 3.11. 我们有全纯映射 𝜎 : 𝑋𝑝 → 𝑋，即把 P
(
𝑇1,0
𝑝 𝑋

)
↦→ {𝑝}，其余部分为双全纯的 id，则对

𝐸𝑝 := 𝜎−1(𝑝) � C𝑃𝑛−1是 𝑋𝑝 中的解析超曲面，称为例外除子.

利用转移函数，容易证明 [1]：

性质 3.12. 在 𝑝点处的爆破 𝑋𝑝 的典范线丛 𝐾𝑋𝑝 同构于 𝜎∗𝐾𝑋 ⊗ O𝑋𝑝

(
(𝑛 − 1)𝐸𝑝

)
.

下面我们集中精力证明如下命题，这是 Kodaira嵌入定理中能使用消灭定理的关键：

性质 3.13. 设 𝑋 为紧复流形，𝐿 为其上的全纯正线丛，考虑 𝜎 : 𝑋 → 𝑋 是 𝑋 在有限个不同点

𝑝1, · · · , 𝑝ℓ ∈ 𝑋 处的爆破，且 𝐸 𝑗 是例外除子 𝜎−1(𝑝 𝑗 )，其中 𝑗 = 1, · · · , ℓ，则对 𝑋 上任意全纯线丛

𝑆，以及整数 𝑛1, · · · , 𝑛ℓ > 0，有

𝜎∗(𝐿𝑘 ⊗ 𝑆) ⊗ O𝑋
©«−

ℓ∑
𝑗=1
𝑛 𝑗 · 𝐸 𝑗ª®¬

当 𝑘 充分大时为 𝑋 上的正线丛.

证明：容易看到对 𝜎 : 𝑋 → 𝑋，以及 𝐿 → 𝑋 上 Hermitian 度量 ℎ 对应的 Chern 曲率 𝐹𝐿，则有

𝜎∗
(
−
√
−1𝐹𝐿

)
在 𝑋 \ (𝐸1 ∪ · · · ∪ 𝐸ℓ)上是正定的，而在各个 𝐸 𝑗 的切方向上为 0，因为 𝜎限制在 𝐸 𝑗

上为常值映射.
注意到O(−𝐸 𝑗 ) |𝐸 𝑗 � O(1)，因此可以选取其上的Hermitian度量使得对应的 Chern曲率 𝐹𝐸 𝑗 满

足 −
√
−1𝐹𝐸 𝑗 在 𝑇1,0𝐸 𝑗 上是正定的，因此我们选取单位分解延拓上述 Hermitian度量得到 ℎ′，考虑

𝜎∗ℎ ⊗ ℎ′，则可知对 𝜎∗𝐿𝑘 ⊗ O𝑋

(
−∑

𝑛 𝑗 · 𝐸 𝑗
)
，其上的 Chern曲率为

𝐹𝜎∗ℎ⊗ℎ′ := 𝑘 · 𝜎∗𝐹𝐿 +
ℓ∑
𝑗=1
𝑛 𝑗 · 𝐹𝐸 𝑗

满足 −
√
−1𝐹𝜎∗ℎ⊗ℎ′ 是处处正定的 (1, 1)−实形式.

现在任取 𝑆上的Hermitian度量使得曲率 𝐹𝑆为 (1, 1)−形式，从而有𝜎∗(𝐿𝑘⊗𝑆)⊗O𝑋

(
−∑

𝑛 𝑗 · 𝐸 𝑗
)

上的曲率为 (1, 1)−形式

𝐹 := 𝑘 · 𝜎∗𝐹𝐿 + 𝜎∗𝐹𝑆 +
ℓ∑
𝑗=1
𝑛 𝑗 · 𝐹𝐸 𝑗 ,

从而由 𝑋 紧可知，对 𝑘 充分大总有 𝐹 处处正定，即证. □

一个很简单的推论是：

推论 3.14. 设 𝑋 为紧射影流形，则在一点处的爆破 𝑋 也为射影流形.

证明：由 𝑋 射影可知其上存在正线丛 𝐿，则对 𝜎 : 𝑋 → 𝑋，由性质3.13可知 𝜎∗𝐿 ⊗O(−𝐸)为 𝑋 上

的正线丛，这里 𝐸 是爆破对应的例外除子. 因此由 Kodaira嵌入定理可知 𝑋 也为射影流形. □
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3.3 Kodaira嵌入定理的证明

我们只需分别证明3.1小节中所转化到的 2,3点，

• 存在 𝑘 充分大，使得对任意不同两点 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑋，有限制映射

|𝑝,𝑞 : H0(𝑋, 𝐿𝑘 ) → 𝐿𝑘 |𝑝 ⊕ 𝐿𝑘 |𝑞, 𝑠 ↦→ (𝑠(𝑝), 𝑠(𝑞))

是满射.

证明：设在 𝑝, 𝑞 两点处对 𝑋 进行爆破，得到 𝜎 : 𝑋 := (𝑋𝑝)𝑞 → 𝑋，且有例外除子 𝐸𝑝 = 𝜎−1(𝑝) 与
𝐸𝑞 = 𝜎−1(𝑞)，记除子 𝐸 := 𝐸𝑝 + 𝐸𝑞.
一方面

(
𝜎∗𝐿𝑘

)
|𝐸𝑝 = 𝜎∗ (

𝐿𝑘 |𝑝
)
，而 𝐿𝑘 |𝑝 为平凡丛，故可知 𝜎∗𝐿𝑘 限制在 𝐸𝑝, 𝐸𝑞 上均为平凡丛，

进而有

𝜎∗ : 𝐿𝑘 |𝑝 ⊕ 𝐿𝑘 |𝑞
�−→ H0

(
𝐸, 𝜎∗𝐿𝑘 |𝐸

)
.

另一方面，由𝜎 : 𝑋\
(
𝐸𝑝 ∪ 𝐸𝑞

)
→ 𝑋\{𝑝, 𝑞}为双全纯同构，故有同构𝜎∗ : H0 (

𝑋 \ {𝑝, 𝑞}, 𝐿𝑘
)
→

H0
(
𝑋 \

(
𝐸𝑝 ∪ 𝐸𝑞

)
, 𝜎∗𝐿𝑘

)
，而由 Hartogs 延拓定理，可知 𝑋 \ {𝑝, 𝑞} 上的全纯截面可以自然延拓

到 𝑋 上，因此有 H0 (
𝑋 \ {𝑝, 𝑞}, 𝐿𝑘

)
� H0(𝑋, 𝐿𝑘 ). 同时注意到

(
𝜎∗𝐿𝑘

)
|𝐸𝑝 和

(
𝜎∗𝐿𝑘

)
|𝐸𝑞 是平凡

丛，因此 𝑋 \
(
𝐸𝑝 ∪ 𝐸𝑞

)
上的全纯截面也可以平凡延拓到 𝑋 上，从而 H0

(
𝑋 \

(
𝐸𝑝 ∪ 𝐸𝑞

)
, 𝜎∗𝐿𝐾

)
�

H0
(
𝑋, 𝜎∗𝐿𝑘

)
，综上我们得到了

𝜎∗ : H0
(
𝑋, 𝐿𝑘

)
�−→ H0

(
𝑋, 𝜎∗𝐿𝑘

)
.

显然我们有如下图表可交换：

H0 (
𝑋, 𝐿𝑘

)
𝐿𝑘 |𝑝 ⊕ 𝐿𝑘 |𝑞

H0
(
𝑋, 𝜎∗𝐿𝑘

)
H0 (

𝐸, 𝜎∗𝐿𝑘 |𝐸
)

|𝑝,𝑞

𝜎∗ 𝜎∗

|𝐸

,

从而只需证明 H0
(
𝑋, 𝜎∗𝐿𝑘

) |𝐸−→ H0 (
𝐸, 𝜎∗𝐿𝑘 |𝐸

)
为满射即可，这启发我们考虑如下短正合列

0 → 𝜎∗𝐿𝑘 ⊗ O𝑋 (−𝐸) → 𝜎∗𝐿𝑘
|𝐸−→ 𝜎∗𝐿𝑘 |𝐸 → 0,

进而有同调群的长正合列

· · · → H0
(
𝑋, 𝜎∗𝐿𝑘

) |𝐸−→ H0
(
𝐸, 𝜎∗𝐿𝑘 |𝐸

)
→ H1

(
𝑋, 𝜎∗𝐿𝑘 ⊗ O𝑋 (−𝐸)

)
→ · · · . (3.1)

令 𝐿′ := 𝜎∗𝐿𝑘 ⊗ O𝑋 (−𝐸) ⊗ 𝐾∗
𝑋
，从而由性质3.12可知 𝐾𝑋 � 𝜎

∗𝐾𝑋 ⊗ O𝑋 ((𝑛 − 1)𝐸)，因此

𝐿′ � 𝜎∗(𝐿𝑘 ) ⊗ O𝑋 (−𝐸) ⊗ 𝜎
∗𝐾∗

𝑋 ⊗ O𝑋 ((1 − 𝑛)𝐸)

� 𝜎∗
(
𝐿𝑘 ⊗ 𝐾∗

𝑋

)
⊗ O𝑋

(
−𝑛𝐸𝑝 − 𝑛𝐸𝑞

)
,
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故有性质3.13可知存在 𝑘1 > 0使得对任何 𝑘 > 𝑘1，有 𝐿′为 𝑋 上的正线丛.
从而

H1
(
𝑋, 𝜎∗𝐿𝑘 ⊗ O𝑋 (−𝐸)

)
� H1

(
𝑋, 𝐾𝑋 ⊗ 𝐿′

)
� H𝑛,1

(
𝑋, 𝐿′

)
,

故由 Kodaira 消灭定理，可知 H1
(
𝑋, 𝜎∗𝐿𝑘 ⊗ O𝑋 (−𝐸)

)
= 0，进而由(3.1)可知 H0

(
𝑋, 𝜎∗𝐿𝑘

) |𝐸−→
H0 (

𝐸, 𝜎∗𝐿𝑘 |𝐸
)
为满射，综上我们完成了这一部分的证明！ □

• 存在 𝑘 充分大，使得对任意 𝑝 ∈ 𝑋，记 𝑉𝐿 (𝑝) := {𝑠 ∈ H0(𝑋, 𝐿) : 𝑠(𝑝) = 0}，则有外微分映射

d𝑝 : 𝑉𝐿𝑘 (𝑝) → 𝐿𝑘 |𝑝 ⊗ Ω𝑋 |𝑝, 𝑠 ↦→ (d𝑠)𝑝

为满射.

证明：设在 𝑝 点处对 𝑋 进行爆破，得到 𝜏 : 𝑋 := 𝑋𝑝 → 𝑋，且有例外除子 𝐸𝑝 = 𝜏−1(𝑝). 注意到
H0

(
𝑋, 𝜏∗𝐿𝑘 ⊗ O𝑋 (−𝐸𝑝)

)
可表示在除子 𝐸𝑝 上为 0的 𝜎∗𝐿𝑘 的全纯截面，从而类似的使用 Hatorgs

延拓定理可证明有同构

𝜏∗ : 𝑉𝐿𝑘 (𝑝) �−→ H0
(
𝑋, 𝜏∗𝐿𝑘 ⊗ O𝑋 (−𝐸𝑝)

)
.

回忆 Ω𝑋 |𝑝 �
(
𝑇1,0𝑋 |𝑝

)∗
，且由爆破的定义可知 𝐸𝑝 � P

(
𝑇1,0𝑋 |𝑝

)
，注意到我们有熟知的同构

(C𝑚)∗ � H0(C𝑃𝑚−1,O(1))，结合 𝐸𝑝 � P
(
𝑇1,0𝑋 |𝑝

)
上对应的超平面线丛 O(1) 恰好就是 O𝐸𝑝 (−𝐸𝑝).

结合同构 𝐿𝑘 |𝑝 � H0
(
𝐸𝑝, 𝜏

∗𝐿𝑘 |𝐸𝑝

)
，我们有同构

𝐿𝑘 |𝑝 ⊗ Ω𝑋 |𝑝 � H0
(
𝐸𝑝, 𝜏

∗𝐿𝑘 |𝐸𝑝 ⊗ O𝐸𝑝 (−𝐸𝑝)
)
.

显然我们也有如下图表可交换：

𝑉𝐿𝑘 (𝑝) 𝐿𝑘 |𝑝 ⊗ Ω𝑋 |𝑝

H0
(
𝑋, 𝜏∗𝐿𝑘 ⊗ O𝑋 (−𝐸𝑝)

)
H0

(
𝐸𝑝, 𝜏

∗𝐿𝑘 |𝐸𝑝 ⊗ O𝐸𝑝 (−𝐸𝑝)
)

d𝑝

𝜏∗ �

|𝐸𝑝

,

从而只需证明 H0
(
𝑋, 𝜏∗𝐿𝑘 ⊗ O𝑋 (−𝐸𝑝)

) |𝐸𝑝−→ H0
(
𝐸𝑝, 𝜏

∗𝐿𝑘 |𝐸𝑝 ⊗ O𝐸𝑝 (−𝐸𝑝)
)
为满射即可.

注意到我们有短正合列

0 → 𝜏∗𝐿𝑘 ⊗ O𝑋 (−2𝐸𝑝) → 𝜏∗𝐿𝑘 ⊗ O𝑋 (−𝐸𝑝) → 𝜏∗𝐿𝑘 |𝐸𝑝 ⊗ O𝐸𝑝 (−𝐸𝑝) → 0,

进而有同调群的长正合列

· · · → H0
(
𝑋, 𝜏∗𝐿𝑘 ⊗ O𝑋 (−𝐸𝑝)

) |𝐸𝑝−→ H0
(
𝐸𝑝, 𝜏

∗𝐿𝑘 |𝐸𝑝 ⊗ O𝐸𝑝 (−𝐸𝑝)
)

−→ H1
(
𝑋, 𝜏∗𝐿𝑘 ⊗ O𝑋 (−2𝐸𝑝)

)
→ · · · .
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令 𝐿′′ := 𝜏∗𝐿𝑘 ⊗ O𝑋 (−2𝐸𝑝) ⊗ 𝐾∗
𝑋
，从而由性质3.12可知 𝐾𝑋 � 𝜏

∗𝐾𝑋 ⊗ O𝑋 ((𝑛 − 1)𝐸𝑝)，因此

𝐿′′ � 𝜏∗(𝐿𝑘 ) ⊗ O𝑋 (−2𝐸𝑝) ⊗ 𝜏∗𝐾∗
𝑋 ⊗ O𝑋 ((1 − 𝑛)𝐸𝑝)

� 𝜏∗
(
𝐿𝑘 ⊗ 𝐾∗

𝑋

)
⊗ O𝑋

(
−(𝑛 + 1)𝐸𝑝

)
,

故有性质3.13可知存在 𝑘2 > 0使得对任何 𝑘 > 𝑘2，有 𝐿′′为 𝑋 上的正线丛.
从而

H1
(
𝑋, 𝜏∗𝐿𝑘 ⊗ O𝑋 (−2𝐸𝑝)

)
� H1

(
𝑋, 𝐾𝑋 ⊗ 𝐿′′

)
� H𝑛,1

(
𝑋, 𝐿′′

)
,

故由 Kodaira 消灭定理，可知 H1
(
𝑋, 𝜏∗𝐿𝑘 ⊗ O𝑋 (−2𝐸𝑝)

)
= 0，从而由同调群的长正合列可得出

H0
(
𝑋, 𝜏∗𝐿𝑘 ⊗ O𝑋 (−𝐸𝑝)

) |𝐸𝑝−→ H0
(
𝐸𝑝, 𝜏

∗𝐿𝑘 |𝐸𝑝 ⊗ O𝐸𝑝 (−𝐸𝑝)
)
为满射，综上我们也完成了这部分的

证明! □

于是现在只需要选取 𝑘 > 𝑘1+𝑘2，即可保证 𝜑𝐿𝑘是全纯单浸入，而 𝑋是紧的且C𝑃𝑁是Hausdorff
的，从而可知其为全纯嵌入，也即证正线丛 𝐿是丰沛的，

至此，我们完成了 Kodaira嵌入定理的证明.
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