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光滑流形
1

1.1 定义与例子

定义 1.1.1:光滑流形

我们称一个拓扑空间 (M, T )是一个 n维光滑流形，如果其满足：

1. 作为拓扑空间是 Hausdorff的 (也即任意不同两点可用不交开集分离)；

2. 作为拓扑空间是第二可数的 (也即有可数拓扑基 T0，任意 T 中元素都可以写成可数个 T0

中元素的并)；

3. 作为拓扑空间满足局部欧氏 (也即任意 p ∈ M，存在三元组 (ϕ,U, V )使得 U 是 p在M

中的一个开邻域，V 是 Rn 中的开集，且 ϕ : U → V 为同胚。此时称三元组 (ϕ,U, V )为 p

点附近的一个坐标卡，U 为一个坐标邻域，ϕ为坐标映射)；

4. 相交的坐标卡是相容的 (也即对M 上的两个坐标卡 (ϕα, Uα, Vα)和 (ϕβ , Uβ , Vβ)，若 Uα ∩

Uβ 6= ∅，则有二者之间的转移映射ϕβα = ϕβ ◦ ϕ−1
α : ϕα(Uα ∩ Uβ) → ϕβ(Uα ∩ Uβ)是微分

同胚)。

¶注：一般具体验证一个拓扑空间是否是光滑流形，就需要严格遵守以上步骤逐条验证。更一般

的，从一个集合出发，我们往往需要遵循以下的验证步骤：

• 第一步：写出M 作为集合的显式；

• 第二步：赋予M 一个合理的拓扑，严格声明其上的开集；

• 第三步：验证在第二步中赋予的拓扑满足 T2和 C2；

• 第四步：找出M 的一组坐标卡，以及证明这是到欧氏空间中开集的同胚；

• 第五步：计算转移函数，以及定义域 ϕα(Uα ∩ Uβ)，并验证转移映射光滑。

Problem 1. 证明：可以在实射影空间 RPn可以被赋予光滑结构实现成光滑流形。

证明我们严格遵守以上步骤进行证明：

第一步：我们有

RPn = Sn/Z2 = {[x]|x ∈ Sn, x ∼ −x}.

1



2 第一章 光滑流形

第二步：我们为RPn赋予商拓扑，也即设 V ⊆ RPn，则其为开集，当且仅当对映射 π : Sn → RPn，

x 7→ [x]，有 π−1(V )为 Sn中的开集。

第三步：任取 [x] 6= [y]，从而有 x 6= y，由 Sn 是 Hausdorff的，存在两点的不交开邻域 U, V，

且更进一步，我们可以适当缩小 U, V 使得 U, V,−U,−V 这四个开集两两不交，从而由商拓扑，

有 U ′ = π(U) = π(−U)为 [x]的开邻域，同样有 V ′，显然 U ′和 V ′不相交，从而表明 RPn在上

述商拓扑下为 Hausdorff空间。

由 Sn为第二可数的拓扑空间 (赋予欧氏空间的子空间拓扑)，且 π−1(π(U)) = U ∪ (−U)，进而

可知对任意开集 U，π(U)也为开集，从而 π为开映射，故不难得到 RP2也为第二可数的。

第四步：我们选取坐标邻域

Ui = {[x1, · · · , xn+1]|x ∈ Sn, xi 6= 0},

以及坐标映射

ϕi : Ui → Rn, [x1, · · · , xn+1] 7→

(
x1

xi
, · · · , x̂

i

xi
, · · · , x

n+1

xi

)
,

以及 Vi = ϕi(Ui) = Rn。则一方面 ∪Ui = RPn，另一方面，不难验证 ϕi为双射，且逆映射为

ϕ−1
i (y1, · · · , yn) = [y1, · · · , 1, · · · , yn],

从而不难验证这两个映射均为连续映射且互逆。(这里要严格说清楚这两映射连续，则还需要借助 π

回到球面上去讨论，但这里处理的都是分母不为 0的有理函数，从而连续是不言自明的)

第五步：我们计算转移映射，显然任意 i < j，

Ui ∩ Uj = {[x1, · · · , xn+1]|x ∈ Sn, xixj 6= 0},

从而我们有

• 第五-1 步：考虑 ϕi(Ui ∩ Uj)，则简单计算可知为 Rn 中那些第 j − 1 个坐标不为 0 的，

ϕj(Ui ∩ Uj)为 Rn中那些第 i个坐标不为 0的；

• 第五-2步，具体写出转移映射的表达式：我们有

ϕji : (y
1, · · · , yn) 7→ [y1, · · · , 1, · · · , yn] 7→

(
y1

yj−1
, · · · , 1

yj−1
, · · · , ŷ

j−1

yj−1
, · · · , yn

yj−1

)
,

从而很明显这是一个微分同胚。

综上，我们证明了可以在 RPn上赋予一个光滑流形结构。 ♣
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定义 1.1.2:光滑映射与微分同胚

设 f : M → N 为两个光滑流形之间的连续映射，若任给 p ∈ M 和 q = f(p) ∈ N，存在

两者的局部坐标卡 (ϕ,U, V )和 (ψ,U ′, V ′)，映射

ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ f−1(U ′)) → ψ(U ′)

作为欧氏空间中开集的映射是光滑的，则称 f 为光滑映射。

¶ 注：这里连续性的要求是必不可少的，因为我们需要 f−1(V ) 也为 M 上的开集，且这仅仅

要求上述 ψ ◦ f ◦ ϕ−1 光滑是做不到的，一个反例是：考虑 R 上的两个图册 A = {(id,R,R)}，

B = {(ψi, Ui, Vi) : i ∈ Z}，其中 Ui = Vi = (i− 1, i+ 1)且 ψi(x) = x。现在考察

f : (R,A) → (R,B), f(x) =


2, x > 0

0, x ≤ 0

.

显然 f 本身并不连续，但是任意 i，我们考虑 ψi ◦ f ◦ ϕ : ϕ(R ∩ f−1(Ui)) → ψ(Ui)，也即 ψi ◦ f，

从 f−1(Ui)映到 ψ(Ui)，而由于 Ui不会同时包含 0和 2，从而映射总是常值的，也即光滑。

例 1.1.1 (流形的连通和). 我们可以定义两个带边流形沿着边界相粘和，设 M,N 均为带边流形

(其定义在后文)，且其边界通过 h微分同胚，则我们可以赋予M th N 光滑流形结构，具体细节

需要用到带边流形的袖口定理，也即任意带边流形 M 的边界 ∂M 存在一个开邻域微分同胚于

∂M × [0, 1)。从而对无边流形M,N，分别在两点处剪去一个充分小邻域，使得边界微分同胚于

Sn−1，则沿着边界粘和，则可以得到两个流形的连通和。

利用 Mayer-Vietoris序列不难证明 χ(M ∪ N) = χ(M) + χ(N) − χ(M ∩ N)，这可以说明

RP2n不能实现成某个流形的边界，具体细节可以参看本章必要练习。

定义 1.1.3:映射的秩

设 f :M → N 为两个微分流形之间的 Ck(k ≥ 1)映射，p ∈M，q = f(p) ∈ N，分别取 p

处的局部坐标系 (U,ϕ)和 q处的局部坐标系 (V, ψ)，令

rankpf := rank
(
Jψ◦f◦φ−1(ϕ(p))

)
,

称为 f 在 p处的秩，利用转移映射均为微分同胚，不难证明该定义不依赖于局部坐标的

选取。

利用欧氏空间中的反函数定理，只要在一点处 Jacobi 矩阵可逆，则可在这点处寻觅到一

个开集使得该映射在这个开集上给出了一个微分同胚，因此我们可以顺水推舟将此结果推广

到
:::::::::
相同维数流形上的反函数定理。
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对于局部常秩的映射，也即存在该点处的一个邻域，使得映射在这个邻域上秩为常数，则

这个映射可以在局部坐标下有很好的标准型：

定理 1.1.1:秩定理

设 f : Mm → Nn 是一个在 p 处附近秩恒为 r 的常秩映射，那么存在 p 附近的坐标卡

(U,ϕ)和 f(p)附近的坐标卡 (V, ψ)使得

ψ ◦ f ◦ ϕ−1(x1, · · · , xm) = (x1, · · · , xr, 0, · · · , 0).
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1.2 映射的光滑逼近

定义 1.2.1:单位分解

设 {Uα}α∈Γ为微分流形M 的开覆盖，如果存在至多可数个光滑函数 {ρi :M → R}i∈N满

足以下条件

1. 0 ≤ ρi(x) ≤ 1，对 ∀x ∈M, i ∈ N；

2. 对每一个 gi，均存在 α(i) ∈ Γ，使得 suppρi ⊆ Uα(i)；

3. {suppρi}为局部有限的子集族；

4. ρi(x) = 1，对任意 x ∈M，

则称 {ρi}是从属于 {Uα}α∈Γ的单位分解。

定理 1.2.1

对于微分流形M 的任意开覆盖 {Uα}α∈Γ，均存在从属于这个开覆盖的单位分解。
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1.3 必要练习

Problem 1. 证明：全体秩为 r的m× n矩阵作为 Rmn的子流形维数为 r(m+ n− r)。

证明由正则子流形结构定理，我们只需要：对任意秩为 r的矩阵 A，找到其一个开邻域 U，以

及定义在 U 上的函数 g，使得 0为 g的正则值，且 g−1(0) = U ∩M r
m×n。这里我们用M r

m×n表

示全体秩为 r的矩阵构成的集合。

熟知：存在 A的 r阶子式非零，我们先
::::
不妨假设

A =

 Br×r Cr×(n−r)

D(m−r)×r E(m−r)×(n−r)

 ,

且 B 为 r阶可逆矩阵。进而可知：存在 Rmn 中 A的一个开邻域 U 使得其 r阶顺序主子式均不

为 0。又结合矩阵秩在微扰下不减，从而存在在邻域 V，使得任意 X ∈ V，rankX ≥ rankA。

回忆线性代数：我们不难用分块初等变换将 A变为 Br×r Or×(n−r)

O(m−r)×r (E −DB−1C)(m−r)×(n−r)

 ,

这样的操作在邻域 U ∩ V 中总是合法的，因为前面已经论述过在 U 中 r 阶顺序主子式均非零。

因此可知：rankA = r当且仅当 E−DB−1C = O(m−r)×(n−r)，现考虑定义在 U ∩ V 上的映射 g：

g : U ∩ V → R(m−r)(n−r), g(A) = E −DB−1C = E − 1

detB
DB∗C,

这里 B∗表示矩阵 B的伴随，从而可知在 U ∩ V 上，g−1(0) = (U ∩ V )∩M r
m×n，且 g每个分量

均可看做分母不为 0的有理函数 (分子分母均为多项式)，进而可知 O(m−r)×(n−r)为正则值。

从而对任意的 A做类似的讨论，我们由这些局部上的结果结合正则子流形结构定理，可知

M r
m×n为 Rmn中余维数为 (m− r)(n− r)的正则子流形，也即维数为 r(m+ n− r)。 ♣

Problem 2. 任意 Rn 中闭的连通超曲面 S，无论是否紧，总能实现成一个光滑函数的正则零点

集，也即存在 F : Rn → R使得 S = F−1(0)，且 0为 F 的正则值。

证明一个优雅的证明可参见MSE回答。 ♣

Problem 3. 证明：RP2n不能实现成某个流形的边界。

证明反证法，假设其可被实现成某个 2n+1维流形M 的边界，从而考虑DM，为两个M 沿着

∂M 相粘，注意到此时有 χ(DM) = 2χ(M)− χ(RP2n) = 2χ(M)− 1，而由 Poincaré对偶可知，

奇数维流形的欧拉示性数为偶数，从而矛盾。 ♣

https://math.stackexchange.com/questions/879334/smooth-surfaces-that-isnt-the-zero-set-of-fx-y-z/879449#879449
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注：事实上，利用 Stiefel-Whitney 示性类，我们有一个流形可以实现成另外一个流形的边界

(更一般的两个流形配边)，当且仅当这个流形的 Stiefel-Whitney 示性数为 0，更详细的可参考

Milnor的示性类教材。

Problem 4. 证明：不存在 S1 × S1到 S1的连续映射 f 使得，f(p, p) = p，且 f(p, q) = f(q, p)。

证明 我们考虑 f 诱导的基本群同态 g : Z2 → Z，则有 g(0, 0) = 0，g(1, 1) = 1，从而结合

g(0, 1) = g(1, 0)可知 2g(0, 1) = g(1, 1) = 1，矛盾！不存在这样的群同态，更不存在这样的连续

映射。 ♣

Problem 5. 设 f :M →M 为光滑映射，且满足 f ◦ f = f，证明：如果 f 连通，则 f(M)为M

的正则子流形。

证明注意到 f2∗,p = f∗,p，从而由幂等矩阵的性质可知 rank(f∗,p) + rank(In − f∗,p) = n，从而不

难结合扰动下矩阵秩变大说明 f 为常秩映射，进而结合正则子流形结构定理即可证明。 ♣

Problem 6.

1. 证明：任何紧流形上的光滑函数都至少有两个临界点；

2. 证明：对亏格为 g，g ≥ 1的闭曲面，其上的光滑函数至少有三个临界点；

3. 证明：对任意亏格为 g，g ≥ 1的闭曲面，存在其上的光滑函数恰有三个临界点。

Problem 7. 设M 为 n维光滑带边流形，且可光滑嵌入 Sn+1，证明：∂M ×S2可光滑嵌入 Sn+2。
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向量丛
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2.1 法丛和管状邻域

2.1.1 预备：子流形附近的广义反函数定理

2.1.2 管状邻域定理

2.1.3 应用：同伦与光滑同伦

同伦意义下处理问题可以完全转化为光滑同伦 (这样就可以用 Sard定理)：

例 2.1.1 (球面的低阶同伦群). 对任意 k < n，πk(Sn) = 0。

证明任取连续映射 f : Sk → Sn，存在光滑映射 g 与 f 同伦，而由 Sard定理，g 的像不满，从

而结合球极投影以及 Rn可缩，可知 g零伦，从而可知 f 零伦，进而 πk(Sn) = 0。 ♣
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2.2 必要练习

Problem 1. 设 m维光滑流形M 可以嵌入 Rm+1，且有平凡法丛，证明：对任意可以嵌入 RK

中的 n维流形 N，M ×N 可以嵌入到 RK+m中。

证明由题设可知M ×R可以嵌入到 Rm+1，从而任意K，M ×RK 可以嵌入到 RK+m中，从而

命题显然。取M = Sm，则可知 Sm1 × Sm2 × · · · × Smk 可以嵌入到 Rm1+···+mk+1中。 ♣

Problem 2. (球面与向量场)

1. 证明：对球面 Sn，若 n 为偶数，则对径映射同伦于反射 r(x1, · · · , xn+1) =

(−x1, x2, · · · , xn+1)；若 n为奇数，则同伦于恒同映射；

2. 证明：球面 Sn上存在一个非退化向量场当且仅当 n为奇数。

证明 (1)对于对径映射 A，反射映射 r与恒同映射 I，我们均可写成如下矩阵形式：

A =


−1

−1

. . .

−1

 , r =


−1

1

. . .

1

 , I =


1

1

. . .

1

 ,

因此对 n为偶数，我们可以构造如下同伦映射

H(·, t) = diag

−1,

cos t − sin t

sin t cos t

 , · · · ,

cos t − sin t

sin t cos t

 , t ∈ [0, π].

从而对奇数维球面，我们可以将上述 H 去掉 −1给出构造。

(2)当 n为奇数时，考虑切向量场 (−x2, x1, · · · ,−x2n+1, x2n+1)即可；另一方面，若有全局非

零切向量场X，从而不妨假设其模长均为 1，进而对任意 p ∈ Sn，考虑映射H : Sn× [0, π] → Sn，

H(p, t) = p cos t +Xp sin t，进而这给出了恒同映射与对径映射的同伦，从而由 (1)与映射度可

知 n不能为偶数。 ♣

Problem 3. 构造光滑向量场分别满足以下条件：

1. S2n+1上的光滑向量场，使它处处非零；

2. Tn上的光滑向量场，使它处处非零；
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3. S2上的光滑向量场，使它恰有一个零点；

4. S2上的光滑向量场，使它恰有两个零点；

5. 证明：S3可以平行化；

6. 实射影平面 RP2上的光滑向量场，使它恰有一个零点。

解 (1) 在任一点 (x1, · · · , x2n+2) 处考虑向量 (−x2, x1,−x4, x3, · · · ,−x2n+2, x2n+1)，则显然正

交，从而在这点处的切空间中，由模长恒为 1可知处处非零，光滑性显然。

(2)置Tn = S1×· · ·×S1于R2n中，则对点 (x1, x2, · · · , x2n+1, x2n)，且 (x2k−1)2+(x2k)2 = 1。

则由 TTn = TS1 × · · · × TS1，从而我们考虑这点处的线性无关切向量

(−x2, x1, 0, · · · , 0), · · · , (0, · · · ,−x2n, x2n−1),

从而我们构造了 Tn上 n个处处线性无关的向量场，从而 Tn可平行化。

(3)

(4)

(5)(法一)因为可以利用四元数乘法给 S3赋予 Lie群结构，从而其可平行化。

(法二)在 (x0, x1, x2, x3)处考虑三个向量

(−x1, x0,−x3, x2), (−x2, x3, x0,−x1), (−x3,−x2, x1, x0),

显然均在这点处的切空间中。注意到上述三个向量两两正交，且均不为 0，从而线性无关。

事实上切向量的构造，仍是采用四元数乘法的观点获得的，记 x = (x0, x1, x2, x3) = x0 +

x1i+ x2j + x3k，则三个切向量分别为 ix，jx和 kx。

(6) ♠

注：关于向量场的相关问题，可以进一步参阅综述。

Problem 4. 设 G为 Lie群，证明：Sn ×G可平行化。

证明关键就在于 TSn×R微分同胚于 Sn×Rn+1，一个方向可以用 F (p, v) = (p, v+ 〈v, p〉p)，另

一个方向可用 G(p, ξ) = (p, ξ − 〈ξ, p〉p)，不难验证这给出了一个微分同胚。 ♣

Problem 5. 证明：Sn × Sm可平行化当且仅当 n或m中有一者为奇数。

证明一方面，若不妨 n为奇数，则由第三题第一问之构造，我们有 V ∈ X(Sn)全局不为 0，从而

我们考虑 Sn 上的 n− 1维向量丛 E := ∪pEp，其中 Ep ⊆ TpSn，且 v ∈ Ep 当且仅当 v⊥Vp，不

https://arxiv.org/pdf/1811.12126.pdf
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难验证这是一个 n− 1维向量丛，且 TSn微分同胚于 E ×R。故有 T (Sn × Sm) ∼= TSn × TSm ∼=

E × R× TSm ∼=M × Sm × Rm+1 ∼= Sn × Sm × Rn+m，故可知其可平行化。

另一方面，若 n,m均为偶数，则可知 χ(Sm × Sn) = χ(Sm)× χ(Sn) = 4，从而若其上存在

处处非零的切向量场，则可知由 Hopf指标定理，其欧拉示性数一定为 0，矛盾！ ♣

注：由上述可知，如果紧连通可定向流形上存在处处非零的切向量场，则欧拉示性数一定为 0，

由此可知 Lie群的欧拉示性数均为 0，事实上，这个命题的另一方向也成立：

Problem 6. 设M 为 n维光滑可定向的 n维紧流形，则其上存在一个处处非零的切向量场当且

仅当其欧拉示性数为 0。

证明一方面的证明已经蕴含于前一问题中，我们下证若其欧拉示性数为 0，则一定存在一个处

处非零的切向量场。这事实上可在这篇回答中找到答案。 ♣

Problem 7. 设 N 为 2n+ 1维可平行化的流形，M 为一闭可定向的 2n维流形，且 χ(M) = 0，

若存在M 到 N 的浸入，证明：M 也可平行化。

证明证明需要用到示性类理论，可参考MSE回答。 ♣

Problem 8. 对M 上的向量丛 E，若 rankE > dimM，证明：E 上存在一个处处非零截面。

Problem 9. 证明：对流形上的任意向量丛，都可以赋予一个黎曼度量。

证明选取一组向量丛的局部平凡化 {ϕα, Uα|π−1(Uα)
φα→ Uα×Rn}，设 πα为从局部平凡的Uα×Rn

到 Rn的投影，因此任意 u, v ∈ Fp，p ∈ Uα，即在同一纤维时，我们可以定义其上的黎曼度量为

gα(u, v) := 〈πα ◦ϕα(u), πα ◦ϕα(v)〉。我们再选取M 上从属于开覆盖 {Uα}的单位分解 ρα，则我

们可以定义

g :=
∑
α

ραgα,

特别的，对于任意 u, v不落在同一纤维中，我们定义 g(u, v) = 0，由此不难完成构造。 ♣

https://mathoverflow.net/questions/129752/does-a-connected-manifold-with-vanishing-euler-characteristic-admit-a-nowhere-va
https://math.stackexchange.com/questions/4417249/submanifold-of-a-parallelizable-manifold
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横截理论
3

3.1 横截性

在研究子流形的过程中，一个自然会关心的问题是：

子流形相交得到的是否还是子流形？

与此同时，我们也会关心另外一个问题：

子流形的原像是否还是子流形？

在正式回答之前，我们先指出，第一个问题事实上蕴含于第二个中，一个不含糊的写法是这样

的：设 X,Y 是流形M 的子流形，则对含入映射 i : X ↪→M，我们事实上有

X ∩ Y = i−1(Y ),

因此我们只需要研究第二个问题即可。

设 f :M → N 为光滑映射，Y ⊆ N 为 N 的正则子流形，我们想先探索得到一些必要条件，

以判别 f−1(Y )何时成为M 的子流形。事实上，任取 p ∈ f−1(Y )，记 q = f(p) ∈ Y，f−1(Y )为

流形意味着存在 p在M 中的开集 U 使得 f−1(Y ) ∩ U 为流形。

注意到在 q ∈ Y 的邻域，由正则子流形结构定理，存在这样的 V 以及函数 g1, · · · , gl(这里

l = dimN − dimY = codimNY )，使得 Y ∩ V = g−1(0)，其中 g = (g1, · · · , gl) : V → Rl，事实

上这里不含糊的讲可以取成 V 处标准的坐标。

因此我们选取 U = f−1(V )，则

f−1(V ) ∩ U = f−1(Y ) ∩ f−1(V ) = f−1(Y ∩ V ) = (g ◦ f)−1(0) .

进而结合正则值定理，我们希望：0是 g ◦ f : f−1(Y )∩U → Rl的正则值。简单翻译一下，我们

希望

(g ◦ f)∗,p = g∗,q ◦ f∗,p : TpM → Rl

为满射。现在简单收集回忆一下我们所拥有的信息：

• g∗,q : TqN → Rl 为满射 (因为 0是 g的正则值)；

• ker g∗,q = TqY (因为一方面由 g 在 Y 上取常值，进而 TqY ⊆ ker g∗,q，另一方面不难看出

两者维数相等)。

15
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进而为了保证 g∗,q ◦ f∗,p为满射，一个十分粗糙的直觉是

Imf∗,p必须完全盖住TqY在TqN中的补空间.

事实上，这便诱导出了微分拓扑中一个最广泛也最重要的概念：

定义 3.1.1:横截相交：映射与子流形

设 f :M → N 为光滑映射，Y ⊆ N 为正则子流形，如果任意 p ∈ f−1(Y )，均成立

Imf∗,p + Tf(p)Y = Tf(p)N, (3.1)

则称 f 与 Y 横截相交，记为 f ⋔ Y .

注：有两种极端情况，在此情形下，横截相交自动成立：

• 若 f−1(Y )为空集，回忆我们也称 f−1(q)为空集的 q为正则值；

• 若 f :M → N 为淹没，从而永远有 Imf∗,p = Tf(p)N。

在如上定义和前述讨论之后，我们自然可以总结出如下横截原像定理：

定理 3.1.1:横截原像定理

设 f : M → N 为光滑映射，Y ⊆ N 为正则子流形，若 f ⋔ Y，则 f−1(Y )为M 中的正

则子流形，并且我们有

1. codimMf
−1(Y ) = codimNY；

2. Tpf−1(Y ) = f−1
∗,pTf(p)Y。

注：上述定理的证明无非是前言论述的倒叙，我们这里仅陈述一些辅助理解的直观：在子流形

几何中，我们习惯用余维数去说话，这是因为子流形局部上是“若干函数的零点集”，换言之，

是用“余维数”多个的函数 g1, · · · , gl 去截断大流形得到的。而横截相交则是保证 f−1(Y )是由

g1 ◦ f, · · · , gl ◦ f 截断得到的，既然被切的刀数相同，那么余维数相同也不难理解了。

将上述定理应用于我们最“能看清”的情形中，也即子流形间横截相交中，我们事实上有

定理 3.1.2:横截相交：子流形之间

设X,Y 为光滑流形M 的正则子流形，若它们横截相交，换言之任意 p ∈ X ∩ Y，我们有

TpX + TpY = TpM,

则有 X ∩ Y 为M 中的正则子流形，并且我们有

1. codim(X ∩ Y ) = codimX + codimY；
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2. Tp(X ∩ Y ) = TpX ∩ TpY。

注：一个不含糊的理解 codim(X ∩ Y ) = codimX + codimY 的方式还是从零点集的角度出发：

X 和 Y 横截相交保证了，在交点处，确定X 的方程组和确定 Y 的方程组是“无关的”，从而合

在一起可以定义余维数更高的子流形。

在本节最后，我们给出一点直观上的误区：尽管绝大多数情形，“不横截相交”几何图像上

对应着“相切”，但是并非所有标准的相交都是横截相交，这往往与背景流形有关：一个澄清上

述观点的例子是，在 R2 中两条曲线横截相交符合直观，但在 R3中曲线横截相交当且仅当其交

集为空！因为如果相交，在交点处两个一维的切空间无论如何也无法组成一个三维的切空间。

另外一种理解上述例子的方式则依赖于我们下一节涉及到的“横截相交的稳定性”，在 R3

中容易看到，随便扰动一下两条相交曲线，便有可能使它们分离，从而绝不横截相交。

? ? ? ? ? ? ? ? ? ?

为完整性和趣味性起见，我们在本节末尾再援引两例：

例 3.1.1 (子流形并不完全由正则值原像给出). 在上述讨论中，我们已经看到利用横截性的映射原

像，可以得到很多子流形的例子，事实上如球面流形性可由 f : Rn → R的映射 f(x) = |x|2 = 1

确定，正交矩阵 Lie群 O(n)可由 g : GL(n,R) → GL(n,R)的映射 g(A) = ATA = In给出。

一个自然 (但可能略显荒唐)的想法是：是否每一个子流形都能实现成某个映射的原像，或

者某个正则值的原像呢？很明显答案是不然，一个简单的例子是，考虑Möbius带M 的中轴圆

S，可以证明，不存在M 上的光滑函数 h使得 0是 h的正则值，且 h−1(0) = S。

证明一个有趣的证明想法是：倘若上述函数存在，我们即可得到一个 h : [0, 1]× [0, 1] → R的光

滑函数，使得

h

(
x,

1

2

)
≡ 0, 源自于腰圆上恒为 0,

这即可得到，对任意 x ∈ [0, 1]，h′x(x, 1/2) ≡ 0。事实上我们还有

h(0, y) = h(1, 1− y), 源自于Möbius带对边反向粘贴,

关于此式同时对 y 求导，即可得到 h′y(0, y) = −h′y(1, 1 − y)。令 y = 1/2，则可知 h′y(0, 1/2) =

−h′y(1, 1/2)，进而结合介值性一定存在 x0 使得 h′y(x0, 1/2) = 0。故在 (x0, 1/2) ∈ S 处，h′x =

h′y = 0，这与 0为正则值矛盾。 ♣

例 3.1.2 (子流形相交出的东西可能很坏). 设 S 为 Rn 的超曲面，则对任意 A ⊆ S 为其上的闭子

集，存在超曲面 S′使得 S′ ∩ S = A。因此倘若没有横截相交的限制，子流形的交会千奇百怪。

证明科大 2023第五期征解题。 ♣
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3.2 横截相交稳定性初探——从 1到∞

在本节中，我们先讨论最直观的“扰动”——同伦形变。更精准的，我们关心一些“稳定的”

性质，换言之我们称一个“性质 P”是稳定的，如果对任意 f0 : M → N 为满足性质 P 的光滑

映射，则对 f0的:::::
任意光滑同伦 {ft}t∈R，存在 ε > 0，使得只要 |t| < ε，则 ft仍具有性质 P。

例 3.2.1 (一些稳定与不稳定的例子).

• f : R → R2的光滑映射“过原点”的性质是不稳定的；

• f : R → R2的光滑映射“与 x轴横截相交”是稳定的；

定理 3.2.1:同伦扰动稳定性定理

设M 为紧流形，N 为光滑流形，f : M → N 为光滑映射，则下面所罗列的 f 的性质是

稳定的：

1. 局部微分同胚；

2. 浸入、淹没；

3. 横截相交于一取定的 N 中正则子流形 Y；

4. 嵌入；

5. 微分同胚。

证明由逆映射定理可知，局部微分同胚等价于浸入 +淹没，因此我们若证明后两者稳定，则显

然可知前者稳定。

现设 f0 : M → N 为浸入，我们现在的目标是：寻找 ε > 0，使得 ft∗,p 对任意 (p, t) ∈

M × (−ε, ε) 均为单射。我们先证明局部上的结果：任取 p0 ∈ M，现有 f0∗,p0 为单射，若记

dimM = m，dimN = n，取 p0的局部坐标卡 (U,ϕ)与 f(p)的局部坐标 (V, ψ)，从而可知 n×m

阶 Jacobi矩阵 (
∂(ψ ◦ f0 ◦ ϕ−1)i

∂xj
(ϕ(p0)

)
1≤i≤n,1≤j≤m

有m×m阶非零主子式 (因为秩为m)，不妨设为前m行m列。现考虑 U × R上的光滑函数

g(p, t) := det
(
∂(ψ ◦ ft ◦ ϕ−1)i

∂xj
(ϕ(p)

)
1≤i≤m,1≤j≤m

,

从而由 g(p0, 0) 6= 0，进而存在开邻域 Up0 × (−εp0 , εp0)使得 g 在此开邻域内恒不为 0。进而由

M 紧不难完成剩下的证明，我们留给执着的读者去自行补齐细节。

不难见到淹没是显然同理的。回忆横截相交也可以局部上划归为一个映射为淹没，因此用

同样的道理亦可证明。 ♣
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注：上述定理前三个性质均可划归为局部性质，因此处理起来相对容易且类似，为了分隔起见，

我们另起一段证明后两者。

证明回忆光滑版本的嵌入等价于：拓扑嵌入 +光滑浸入，注意到浸入稳定性已证，同伦映射连

续性自动满足，且结合紧空间到 Hausdorff空间连续双射为同胚，我们只需证明：单射在此条

件下是稳定的。

现设 f0为单射，考虑光滑映射G :M × I → N × I，G(p, t) = (ft(p), t)。若单射不稳定，换

言之则有序列 ti → 0以及不同的点 pi, p
′
i ∈M 使得 G(pi, ti) = G(p′i, ti)。

由M 紧，无妨设 {pi}与 {p′i}均收敛，且分别收敛于 p, p′ ∈M。进而从 G的连续性，易有

f0(p) = G(p, 0) = lim
i→∞

G(pi, ti) = lim
i→∞

G(p′i, ti) = G(p′, 0) = f0(p
′).

故由 f0为单射，可知 p = p′。现考虑 G在 (p, 0)处的微分信息 (是否浸入/淹没？)，不难得到其

Jacobi矩阵可表示为 
∗

f0∗,p
...

∗

0 · · · 0 1

 ,

由 f0为浸入，从而可知该 Jacobi矩阵秩为m+ 1，也即 G为浸入，回忆浸入局部上一定是嵌入

(回忆浸入的局部标准型)，从而可知 G在 (p, 0)的某个邻域内是单射，这与序列 pi, p
′
i 的存在性

相矛盾！从而可知嵌入是稳定的，换言之嵌入的微小扰动仍然是嵌入。

现设 f0 为微分同胚，则存在 ε > 0使得 {ft}|t|<ε 均为局部微分同胚和嵌入，注意到局部微

分同胚意味着 ft均为开映射，从而在N 连通的假设下，不难有 ft均为同胚，从而即可证明，细

节仍留给执着且细心的读者。 ♣

事实上对于横截相交，我们可以证明一个更“强”的扰动稳定性，即这里扰动参数不必仅

取值于 R，而可以选取于任意一个拓扑空间，当然为了论述方便，我们将参数集对应的拓扑空

间选取为光滑流形，也即有：

定理 3.2.2:横截相交的稳定性

设M,T,N, Y 为光滑流形，其中M 紧致，Y 为 N 的闭正则子流形，T 为参数空间。设

F :M × T → N 为光滑映射，取 t ∈ I，定义 ft(·) := F (·, t) :M → N，则集合

Ω = {t ∈ T |ft与N横截相交}

为开集。

证明设 t0 ∈ Ω，将上述命题翻译成更易把握的语句是：对于 t0 附近的 t，ft 也和 Y 横截相交。

用反证法，若不然，则存在 ti ∈ T 使得 ti → t0，但 fti 和 Y 均不是横截相交的。
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此时存在 pi ∈M 使得 f(pi, ti) = qi ∈ Y，且有

fti∗,piTpiM + TqiN 6= TqiN, i ≥ 1.

因为 M 紧致，从而不妨假设 {pi} 收敛于 p0，由 Y 为闭正则子流形，从而 q0 = f(p0, t0) =

lim
i→∞

f(pi, ti) ∈ Y。由 Y 为正则子流形，从而存在 q0 的开邻域 V 以及其上到 RcodimY 的函数 g，

使得 0为 g的正则值，且 Y ∩ V = g−1(0)。

进而由 ft0 与 Y 横截相交，从而 0为 g ◦ ft0 = g ◦ f(·, t0)的正则值，也即对应的 Jacobi矩

阵满秩。回忆：在微小扰动下矩阵的秩不会变小 (秩变小意味着出现了更多的线性相关，这是不

稳定的)，因此对 i充分大，有 0也为 g ◦ f(·, ti)的正则值，矛盾，进而可知命题正确。 ♣

这个定理的证明与上述特殊情形大同小异，并不值得为它投入太多关注。事实上，在我们

引入带边流形之后，会结合 Sard定理给出一个更重要的“稳定性”：

横截相交是广泛存在的。

事实上，哲学的讲，也正是横截相交的广泛存在性，才蕴含了世界如此丰富多样的可能性。

用动力系统的观点来看，如果一个不动点处“出发的”的稳定流形与不稳定流形在另外一点处

横截相交，那么我们称这个点为横截同宿点。Poincaré发现，横截同宿点的存在导致了动力形

态极大的复杂性，因为横截同宿点的迭代仍是横截同宿点，从而不稳定流形和稳定流形分别在

正向迭代和负向迭代过程中被拉回逼近它们自己，这导致了一副相互穿插的复杂图景。

Poincaré也曾据此锐评：

“横截同宿点的图形太复杂，我甚至不去试图画它。没有什么比它更好地解释了三体问题的

复杂本质，以及一般说来动力系统所有问题的复杂本质。”
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3.3 带边流形

3.3.1 定义与性质推广

容易看到，对于单位区间 [0, 1]，圆柱面 S1 × [0, 1]，他们的边界处并不会微分同胚于一个标

准的欧氏空间，因此原有的流形定义是有一定局限性的，我们也需要关心一些“带边流形”。事

实上，在微分拓扑中，h−配边理论就需要带边流形的相关概念，粗糙来说，配边理论就是关心

什么时候两个流形可以实现成一个更大流形的边界 (此时你脑海中的图景应该是一个管道)，那

么可以通过研究大流形来获得两个流形之间的关联。这里的“h”意味着同伦意义下的，一个相

当重要的应用是证明 5维以上的 Poincaré猜想。

和传统流形一样，我们需要局部上寻找一个标准的模型，这里我们选取上半空间 Hn :=

{(x1, · · · , xn) ∈ Rn|xn ≥ 0}。从而我们可以给出如下定义

定义 3.3.1:带边流形

我们称M 为光滑带边流形，如果M 为第二可数的 Hausdorff空间，且任意 p ∈ M，存

在开邻域 U 与同胚映射 ϕ : U → ϕ(U) ⊆ Hn，且有转移映射光滑。

我们定义 M 的边界为 ∂M，其中 p ∈ ∂M 如果
:::::
存在 p 的一个局部坐标卡 (U,ϕ) 使得

ϕ(p) ∈ ∂Hn。定义M 的内部为M◦ =M − ∂M。

注：此时一个亟待澄清的概念是：上述定义与拓扑中定义的边界是否吻合/冲突？

• 当 m维流形M 作为 Rm 的子流形时，拓扑边界和流形边界并没有什么区分 (一个时常会

用到的情形是对 Rm中开区域上讨论积分与 Stokes定理)；

• 当 m维流形M 作为 RN 的子流形，这里 N > m时，流形边界比拓扑边界更“符合我们

的直观”。比如 Sn 作为 Rn+1 中是无边的 (直观上)，但是拓扑上回忆“∂A = A \ A◦”，而

在此情形下，Sn的边界是它自己，这对我们的讨论毫无裨益。

因此自然的，如非特殊说明，我们总假定按流形的边界去理解边界。

对这样一个新的范畴 (带边流形范畴)，我们自然要考虑一些其在一些基本的运算的保持性，

首先是带边光滑流形的乘积是否仍然还是带边光滑流形？这确实成立，但其证明略显复杂冗长，

也并不常用。因此我们如下略弱的性质：

命题 3.3.1:带边流形的乘积

设M 为带边流形，N 为无边流形，则M ×N 是 dimM + dimN 维带边流形，且满足

∂(M ×N) = ∂M ×N.

证明核心观察是一句话：Rn ×Hm = Hm+n，余下便是无趣的验证定义。 ♣



22 第三章 横截理论

一个十分自然但重要的性质是：

命题 3.3.2:带边流形的边界也是流形

设M 为一m维的带边流形，则M◦为m维无边流形，∂M 为m− 1维无边流形。

证明结合定义不难证明M◦一定为开集，从而回忆任何m维流形的开集为其开子流形，进一步

仍由定义可知其自然为m维无边流形。更要紧的是处理 ∂M。

仔细想来，边界点的定义十分方便：存在一个坐标邻域，其在坐标映射下的像恰在 ∂Hm =

Rm−1中。进而为了证明 ∂M 是流形，回忆正则子流形结构定理，无非是对任意 p ∈ ∂M，寻找

一个M 中 p的一个开邻域 U 和坐标映射 (x1, · · · , xm)使得

∂U := U ∩ ∂M = {q ∈ U |xm(q) = 0}.

但上述 U 和 (x1, · · · , xm)是针对 p选取的，因此我们并不能确定 ∂U 中其他的点在这组坐标下

的像仍然在 Rm−1上！！简言之，我们现在还需要证明：

边界点在不同坐标选取下仍为边界点。

翻译成更易把握的数学语言，即是设 ϕ = (x1, · · · , xm)，且 ϕ(U) = V 则 ∂V = V ∩ Rm−1 =

ϕ(∂U)。由定义 (存在坐标映射即可)可知：ϕ−1(∂V ) ⊆ U ∩ ∂M = ∂U，也即 ∂V ⊆ ϕ(∂U) 。

现任取 q ∈ ∂U，则由定义，存在ψ使得 q′ = ψ(q) ∈ ∂W =W∩Rm−1，这里W = ψ(U) ⊆ Hm。

若 q /∈ ϕ−1(∂V )，也即有 g = ϕ ◦ ψ−1 : W → V，则可知 g(q′) = ϕ(q) /∈ ∂V。换言之，g 将W

上的一个边界点送到了 V 的一个内点。结合 g是同胚，从而有W \ q′仍与 V \ g(q′)同胚。事实

上前者可缩，后者同伦等价于 Sm−1(如果实现将 U 选的充分好)，矛盾。因此 ∂U ⊆ ϕ−1(∂V )。

综上我们有 ∂V = ϕ(∂U) ，这即证明了 ∂U 是一个m− 1维的无边流形。 ♣

注：上述证明采用了一点代数拓扑的技术，这并不是本质的，也可以用 g 是微分同胚和反函数

定理去从微分角度寻找矛盾。但无论怎么讲，细节追究起来终究是繁杂且恼人的，接受这个定

理却是容易、自然且心安理得的。

在我们进一步讨论带边流形的性质之前，我们先横插一个饶有趣味但也十分重要的结论：

命题 3.3.3:一类构作带边流形的办法

设 S 为光滑无边流形，π : S → R为光滑函数，且 0为正则值，则子集

π−1([0,+∞)) := {p ∈ S|π(p) ≥ 0}

为带边流形，且边界恰为 π−1(0)。

证明事实上注意到 π−1([0,+∞)) = π−1((0,+∞))tπ−1(0)，而 π−1((0,+∞))为M 的开子集，从

而每一点均存在坐标邻域同胚于Hs，这里 s = dimS。而在 π−1(0)处，由 0为正则值，从而其为
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s−1维正则子流形，因此任取 p ∈ π−1(0)，有 (U, x1, · · · , xs)使得U∩π−1(0) = {q ∈ U |xs(q) = 0}。

我们断言，若存在 q ∈ U 使得 π(q) > 0且 xs(q) > 0，则任意 r ∈ U 且 π(r) > 0，则 xs(r) > 0(目

的是为了说明可以找到一个邻域使得 π−1((0,+∞))的坐标完全落在上半平面或下半平面内)。

若不然，则设有 π(r) > 0且 xs(r) < 0(不可能为 0)，考虑一条完全在 π−1((0,+∞))中连接

q和 r的道路 σ，则存在 t使得 xs(σ(t)) = 0，这意味着 σ(t) ∈ π−1(0)，也即 π(σ(t)) = 0，这与

其大于 0矛盾！从而可知我们对这个邻域 U，则 U ∩ π−1([0,+∞))同胚于 Hs，综上可知其为一

带边流形且流形边界恰为 π−1(0)。 ♣

注：仍然是一个直观显然的结论，证明难点主要是叙述在边界处我能选择一个坐标邻域，使得

连带上 π−1(0,+∞)的一部分全部落在某半平面中，这样才能直接和定义联系起来。

例 3.3.1. 对 π(x) = 1− |x|2，其中 π : Rn → R，则 π−1([0,+∞))为单位球，上一性质表明这为

带边流形，且流形边界恰为标准的 n− 1维球面 Sn−1。

注：我们将会在后面看到，上一性质对应结构所确定的流形将会在Morse理论中大放异彩，我

们若记Ma := {p ∈ M |f(p) ≤ a}，这里 f : M → R为光滑函数 (Morse函数)，则未来我们将

证明若对 f 在 (a, b)中没有临界值，则Ma和Mb同伦等价。而每越过一个临界值，Mb会相对于

Ma粘贴上一个胞腔(同伦等价意义上)。

现在让我们来推广一些已在无边流形中讨论过的定义与性质：

流形边界的切空间

这并没有什么新东西，由于 ∂M 是M 中余 1维的子流形，从而可知其在任一点 p ∈ ∂M 处

的切空间 Tp∂M 为 TpM 的余 1维线性子空间。

为了简化记号，我们对流形M 上的映射 f 约定：∂f 表示 f 在 ∂M 处的限制映射。不难发

现，∂f 在 p点处的切映射 ∂f∗,p 恰好为 f∗,p 在 TpM 上的限制映射。(为获得一个更直观的感受，

一个简要的图形即可很好的辅助理解。)

现在，我们来切空间的角度来看一个“奇怪”的问题：

例 3.3.2. 我们将从切空间的角度说明：[0, 1]2 不是 R2 中的光滑带边子流形 (但它本身确实是光

滑带边流形！)。直观想来，问题肯定是出在“拐角”处，援举 (0, 0)这点为例：倘若其为光滑带

边流形，从而存在 (0, 0)处的一个开邻域 U 以及坐标映射 ϕ，根据代数拓扑里的熟知结果 (其实

和命题 3.3.2中所用一样)，ϕ一定会把 [0, 1]2的边界送至 H2的边界。

注意到 f∗,(0,0)是一个从 T(0,0)R2到 Tf(0,0)R2的同构，且在 T(0,0)R2中，由直线 (0, t)与 (t, 0)

所确定的切向量线性无关 (直观来看甚至垂直)，但其像均在 ∂H2上，因此在 f∗,(0,0)作用下线性

相关 (直观来看在同一直线上)，这与 f∗,(0,0)为同构矛盾！

事实上，容易看到虽然 [0, 1]2 作为 R2 子集在 (0, 0)处不存在微分同胚于 H2 的邻域，但是

显然存在微分同胚于 R2
++ := {x1 ≥ 0, x2 ≥ 0}的邻域，我们也可以借此为标准模型，得到带边

流形的进一步推广：带角 (corner)流形，留给感兴趣的读者进一步探索学习。
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带边流形的横截相交

现在假设M 为带边流形，我们现在想考虑光滑映射 f :M → N，且 Y 为N 的正则子流形，

一个自然关心的问题是，若此时 f 与 Y 横截相交，f−1(Y )是否仍然是流形？如果是，是否有边

界，边界与 ∂M 的关系如何？比如我们自然希望的一个关系是

∂
(
f−1(Y )

)
= f−1(Y ) ∩ ∂M .

但我们不难举出如下的例子：

例 3.3.3. 令 f : H2 → R，使得 f(x1, x2) = x2，从而易见 f 为淹没，进而 f 与 0横截相交，且

f−1(0) = ∂H2，但针对流形 f−1(0)本身，其为无边流形，因为就是 R。从而上面的等式在这种

情形下并不正确。

因此事实上，注意到 f−1(Y )∩∂M = (∂f)−1(Y )，而若 f−1(Y )维带边流形，则 ∂f−1(Y )也

为流形。故结合本章一开始关于子流形原像是否为流形的讨论，我们可知需要添上 ∂f 与 Y 横

截相交的条件或许才够：

定理 3.3.1:横截原像定理：带边流形版本

设 f 为从带边流形 M 到无边流形 N 的光滑映射，且 Y 为 N 中的无边正则子流形。现

若
::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::
f :M → N 与 ∂f : ∂M → N 均与 Y 横截相交，则有 f−1(Y )为M 中的带边子流形，且

有 ∂
(
f−1(Y )

)
= f−1(Y ) ∩ ∂M，codimMf

−1(Y ) = codimNY。

注：这事实上是横截原像定理的直接推广。

M

N

Y

图 3.1: 横截原像定理示意图

证明直接由条件给出的横截相交，可知 f−1(Y ) ∩M◦与 (∂f)−1(Y ) = f−1(Y ) ∩ ∂M 均为M 中

正则子流形，并且维数相差 1。但两者是否能组成一个带边流形并不能直接看出。
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因此我们从定义出发：验证 f−1(Y )为带边流形只需要在每一点处寻找到合适的坐标邻域和

映射。而由上述，对 f−1(Y )内点我们已经处理完毕，余下的功夫从而当留在处理边界点处。现

任取 p ∈ f−1(Y )∩ ∂M，从而存在坐标邻域 (U,ϕ)使得 V := ϕ(U) ⊆ Hm，这里m = dimM，U

与 V 同胚，记 q = ϕ(p) ∈ ∂Hm。

标准手段：由 Y 为 N 的正则子流形，从而在 f(p) ∈ Y 处，存在 N 中开邻域 W 与函数

g :W → Rl(l = codimY )，使得 0为 g的正则值，且 Y ∩W = g−1(0)。因此现在考虑映射

F := g ◦ f ◦ ϕ−1 : V → Rl,

:::::::
注意到：为证 f−1(Y )在 p点处局部为带边流形，结合 ϕ为同胚，只需证明 ϕ ◦ f−1(Y ) = ϕ ◦

f−1 ◦ g−1(0) = F−1(0)在 q ∈ ∂V 处为带边流形。

回忆 f 与 Y 横截相交：这意味着 0为 g ◦ f 的正则值，由 ϕ为同胚，从而 0为 F 的正则

值。这也意味着对光滑映射 F : Hm → Rl，在 q处切映射满秩。我们可以适当延拓 F 的定义得

到 F ′ : V ′ → Rl，这里 V ′为包含 V 的 Rm中开集 (简言之我们将定义域从上半平面略微扩展了一点，

这不难构造鼓包函数得到)，进而可知在 q 处 0也为 F ′ 的正则值 (关注 Hm 和 Rm 切空间是同构的即

可)。故 S = F ′−1(0)是 V ′中的一个无边子流形。

现在注意到 F−1(0) = S ∩ Hm，问题转化为
:::::::::::::::::::::::
证明 S ∩Hk 为带边流形(上面一大段只是为了延

拓成 Rm 从而得到一个大范围的无边流形结构)。现在我们将看到 ∂f 横截相交的重要性了。(不妨头

脑中浮现出一个上半平面中 x2 和 x轴相切的图景)

转化一下语言：我们设 π为向最后一个坐标分量投影的映射，从而

S ∩Hm = {s ∈ S|π(s) ≥ 0},

我们手上已经有的是：S 为无边光滑流形。回忆命题 2.3.3，现在一切的工作转化为：证明 0为

π的正则值。

倘若不然，则设存在 s ∈ S 使得 π(s) = 0，π∗,s = 0，这意味着 s ∈ S ∩ ∂Hm，且 TsS ⊆

Ts(∂Hm) = Rm−1(因为 π 为线性映射，π∗,s = π，从而这意味着 TsS 每个切向量最后一个坐标分量为

0)。但由于 S = F ′−1(0)，从而 F∗,s = F ′
∗,s : Rm → Rl 的核恰为 Ts(S)。又 ∂F∗,s 是 F∗,s 是限制

在 Rm−1 上，从而若 kerF∗,s = TsS ⊆ Rm−1，则线性映射 F∗,s : Rm → Rl 和 ∂F∗,s 会有相同的

核。但有横截相交，可知两者均为满射，从而可知 kerF∗,s的维数为m− l，ker ∂F∗,s的维数为

m− l − 1，这与两者核相同矛盾！

综上我们历经千辛万苦，证明了带边流形版本的横截原像定理。 ♣

注：仍然的，接受上述定理没有任何心理上的障碍，但想严格叙述清楚却十足费力气。
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Sard定理

定理 3.3.2:带边流形版本的 Sard定理

设 f为从带边流形M到无边流形N的光滑映射，那么
::::::::
几乎所有的N中点均为 f :M → N

和 ∂f : ∂M → N 的正则值。

证明 一个朴素但重要的观察是：若 p ∈ ∂M 为 ∂f 的正则“点”，则可知 ∂f∗,p 是从 Tp∂M 到

Tf(p)N 的满射，进而结合 ∂f 即为 f 的限制映射，从而 x也是 f 的正则点。

因此现在反过来，若 q ∈ N 不是 f 或 ∂f 的正则值，则

• q是 f 的临界值，则其要么是 f :M◦ → N 的临界值，要么是 f : ∂M → N 的临界值。后

者推出 q是 ∂f : ∂M → N 的临界值 (利用上一行的论述)；

• q是 ∂f : ∂M → N 的临界值。

简言之，q 是 f : M◦ → N 或 ∂f : ∂M → N 的临界值，而由无边流形版本的 Sard定理，可知

这两者均为 N 的零测集，进而可知其合起来仍为 N 的零测集，即证。 ♣

3.3.2 应用：零维、一维流形与不动点

零维流形

一个基本的观察是：任何零维流形都是若干“离散”的点，更数学的讲，这组点构成的离散空间

(赋予离散拓扑)没有聚点，否则将与局部欧氏条件矛盾。(因为局部上同胚于 R0 即单点空间)

特别的，在紧流形上，其零维子流形将一定会是有限个点，下面是一个快速应用：

命题 3.3.4:紧流形上 Lefschetz映射不动点个数有限

设 f :M →M 为光滑映射。若在 f 的每一个不动点 p ∈M 处，f 的切映射 f∗,p : TpM →

TpM 没有非零不动点，则称 f 为 Lefschetz映射。若M 为紧流形，则 Lefschetz映射的

不动点最多只有
:::::::
有限个。

证明我们考虑紧流形M ×M 的两个正则子流形：对角子流形 ∆ := {(p, p) : p ∈ M}和 f 的图

像 Γ(f) := {(p, f(p)) : p ∈M}。不难证明 ∆和 Γ(f)均微分同胚于M，且

# (∆ ∩ Γ(f)) = f的不动点个数 .

因此为证明 f 的不动点个数有限，一个自然的想法是证明 ∆与 Γ(f)的交点个数有限，而

“若 ∆ ⋔ Γ(f)”，则结合 codim∆+ codimΓ(f) = dim (M ×M)，从而相交一定为零维子流形，

故由上一段的叙述：可知交点个数一定有限。
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目标：证明 ∆ ⋔ Γ(f)。任取 p = f(p)(若不存在则自动证完)，从而只需证：

T(p,p)∆+ T(p,f(p))Γ(f) = T(p,p) (M ×M) .

注意到：任取 (X1, X2) ∈ T(p,p) (M ×M) = TpM × TpM，故现在需要找 Y, Z ∈ TpM 使

(Y, Y ) + (Z, f∗,pZ) = (X1, X2) ⇔


Y + Z = X1

Y + f∗,pZ = X2

,

由 f∗,p没有非零不动点，从而 f∗,p− Id可逆，进而存在 Z ∈ TpM 使得 (f∗,p − Id)Z = X2 −X1，

进而选取 Y = X1 − Z 即可。

综上所述，我们可知命题成立，证明圆满结束。 ♣

注：本题便可看到一个看似平凡的小结论，却会有着化腐朽为神奇的作用，在下一节中，我们将

会看到一个类似的结论。

一维流形

不加证明的，我们陈述并
::::::::::::::
从此往后承认如下一维紧流形分类定理：

定理 3.3.3:一维紧流形分类定理

任何紧、连通、一维流形 (带边或不带边)微分同胚于 [0, 1]或 S1。

注：这个定理的证明直观是：从流形上任何一点出发，以常速率运动，因为流形紧且一维，因此

势必会走到“头”，也即抵达边界点或者重新回到原点 (周期运动)，分类讨论去证明即可，细节

均可看做很好的分析练习，依然留给执着的读者。

由上述定理，我们可以得知：由于每个紧一维流形都是若干个连通分支的不交并，因此势

必会微分同胚于
:::::::::::::::::::::::::::::
若干 [0, 1]与若干 S1的不交并，这告诉我们：

推论 3.3.1:一个看似平凡却威力惊人的推论

一维紧流形的边界一定是由偶数个点组成。

现在，让我们来看看这个如此平凡显然推论，所具有的巨大功效：

定理 3.3.4:不存在紧流形到其边界的收缩

设M 为紧致带边流形，则不存在光滑映射 r :M → ∂M，使得 ∂r : ∂M → ∂M 为恒同映

射。借用代数拓扑的语言，即不存在M 到其边界的收缩。

证明反证法，假设存在这样的 r，则由“Sard定理”，存在 p ∈ ∂M 为映射 r的正则值，进而由

“带边流形版本的横截原像定理”，可知 r−1(p)为M 的带边子流形，且 ∂r−1(q) = r−1(q)∩∂M =
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(∂r)−1(q) = {q}，其中最后一个等号源自于 ∂r = Id。而注意到 codimr−1(q) = dimM − 1，从

而 r−1(q)为一维紧子流形，从而 ∂r−1(q)应有偶数个点，矛盾！ ♣

注：在代数拓扑中，我们只能对闭单位球 Bn 证明不存在连续收缩映射 (自然不存在光滑收缩映

射)，但这需要借助如下同调群的映射

Z = Hn−1(Sn−1)
i∗→ Hn−1(Bn)

r∗→ Hn−1(Sn−1) = Z,

以及 r∗ ◦ i∗ = Id，Hn−1(Bn) = 0导出矛盾。事实上，代数拓扑范畴和微分拓扑范畴有很多“一

样的”命题，只不过往往前者叙述是“连续”映射，后者是“光滑”映射。

但在下一节中，我们将看到任何一个连续映射都可以同伦于一个光滑映射，因此研究“同伦

范畴”下的问题，考虑微分拓扑和代数拓扑是“等价的”。因此在实际问题中，将代数 (微分)拓

扑转化为微分 (代数)拓扑问题去处理，往往会有神奇的功效，我们将有充分多的机会在下一节

以及后续章节中慢慢体会。

同代数拓扑中处理的一样，不存在收缩映射的一个快速应用是如下的 Brouwer不动点定理：

定理 3.3.5:光滑版本的 Brouwer不动点定理

任何
:::::
光滑映射 f : Bn → Bn均有不动点。

证明反证法，若存在 f 没有不动点，则我们可以构造映射 r : Bn → Sn−1，其中 r(x)为从 f(x)

出发经过 x的射线与 Sn−1 的 (唯一)交点。从而易见 ∂r = Id，因此为了和上述定理导出矛盾，

我们还需证明“r为光滑映射”。(心安理得接受光滑的读者可略去下一段)

注意到对任意 x，存在 t(x) ≥ 1使得 r(x) = t(x) · f(x) + (1− t(x)) · x，又由 |r(x)| = 1，从

而可得 (我们简写 t代表 t(x))：

|f(x)− x|2 · t2 + 2tx · [f(x)− x] + |x|2 − 1 = 0,

简单解这个二次方程 (结合首项系数不为 0)可得

t(x) =
x · [f(x)− x] +

√
(x · [x− f(x)])2 − |f(x)− x|2 · (|x|2 − 1)

|f(x)− x|2
,

由分母不为 0，从而 t(x)为关于 x的光滑函数，进而可知 r光滑，综上可知矛盾，即证。 ♣

利用一点点分析技术，我们立刻有

定理 3.3.6:连续版本的 Brouwer不动点定理

任何
:::::
连续映射 f : Bn → Bn均有不动点。
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证明反证法，若 f 无不动点，从而由 Bn紧，及 u(x) = |f(x)− x| 6= 0，可知存在最小值 c > 0。

回忆分析中的逼近技术，故存在 g : Bn → Bn 上的光滑函数使得对任意 x有 |f(x) − g(x)| < c

2
，

进而 |g(x)− x| > c

2
，从而可知 g没有不动点，矛盾！ ♣

再往前走一点点，利用 Rn中任何“紧凸子集”都同胚于某个 Dm，我们有

定理 3.3.7: Brouwer不动点定理

设K 为 Rn中的非空紧凸子集，则任意连续映射 f : K → K 有不动点。

证明待施工。但大致思路是：不妨假设 0 ∈ K，从而考虑所有从 0出发完全落在K 里面的直线，

所对应的方向向量，会长成某个线性子空间，从而无妨设为 Rm。故 K 完全落在 Rm 中，接下

去只需证明K 和 Dm同胚即可。 ♣

最后，我们再简单援引一些 Brouwer不动点定理的应用：

• 生活中：将世界地图放在地上，则一定存在地图上和地面上公共一点，代表同一位置；说

搅拌圆柱形玻璃杯中溶液，一定有始终不动的液滴。

• 线性代数中：可用来证明 Perron-Frobinius定理：所有元素都大于 0的矩阵，一定有正

特征值以及对应的正特征向量。

• 泛函分析中：可以在 Brouwer不动点定理基础上证明 Schauder不动点定理。

• 博弈论中： Nash均衡的存在性，Hex游戏的可终结性均和 Brouwer不动点有关。
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3.4 横截性再探——从 0到 1

在本章开篇，我们便已经证明：横截相交是在“微小扰动”下保持不变的性质。那么在这一

节中，我们将利用 Sard定理 (如之前所承诺的那样)与在上一章中所提到的 ε−邻域等技术，探索：

1. 横截相交的广泛存在性；

2. 同伦横截性定理 (同伦于某个横截相交的映射)。

这一节将相当的技术且枯燥，但这些必要的结论与准备工作将为我们展开后面的探索铺平道路。

3.4.1 横截相交的广泛存在性

定理 3.4.1:横截性定理

设M 为光滑带边流形，N,T 为光滑无边流形，且 Y 为 N 的无边子流形。对于光滑映射

F :M × T → N，对每个 t ∈ T，令

ft :M → N, ft(p) = F (p, t).

若
:::::::::::::::::::::::::
F 与 ∂F 均与 Y 横截相交，则对几乎所有的 t ∈ T，有

:::::::::::::::::::::::
ft与 ∂ft和 Y 横截相交。

证明回忆“带边流形版本的横截原像定理”，我们有X = F−1(Y )是M × T 的带边子流形，且

有边界 ∂X 为 X ∩ ∂(M × T ) = X ∩ (∂M × T )。

设 π :M × T → T 为投影映射，我们将证明：

• 若 t ∈ T 为 π : X → T 的正则值，则 ft与 Y 横截相交；

• 若 t ∈ T 为 ∂π : ∂X → T 的正则值，则 ∂ft与 Y 横截相交；

如果这两者成立，那么由 Sard定理可知命题正确。又注意到上述两个论述在形式上是一致的，

因此我们只需证明一者，那么另一者可自然模仿得证。

因此，我们现在集中精力证明：“若 t ∈ T 为 π : X → T 的正则值，则 ft 与 Y 横截相交”。

设 ft(p) = q ∈ Y (若不存在这样的 p, q则自动证完)，从而等价翻译即有 F (p, t) = q ∈ Y。回忆条件：

F 与 Y 横截相交，从而

F∗,(p,t)T(p,t)(M × T ) + TqY = TqN,

也即任取 b ∈ Tq(N)，存在 (w, l) ∈ T(p,t)(M × T ) = TpM × TtT (略显诡异的记号)，使得

b− F∗,(p,t)(w, l) ∈ TqY.

为证 ft ⋔ Y，我们需要构造 v ∈ TpM 使得

b− ft∗,p(v) ∈ TqY.
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观察：若 l = 0，则我们取 v = w即可，因为此时自动有 F∗(p,t)(w, 0) = ft∗,p(w)。但 l并不

总是 0，因此我们需要用到 t为 π的正则值去“杀掉”l。注意到：

π∗,(p,t) : TpM × TtT → TtT

只是向第二个分量投影的映射。因此由 t为 X → T 的正则值，因此 π∗,(p,t) 为从 T(p,t)X → TtT

的满射，也即存在 (u, l) ∈ T(p,t)X。又 F 为从 X 到 Y 的映射，故 F∗,(p,t)(u, l) ∈ TqY。

现在选取 v = w − u，则由

b− ft∗,p(v) = b− F∗,(p,t)[(w, l)− (u, l)] =
(
b− F∗,(p,t)(w, l)

)
+ F∗,(p,t)(u, l) ∈ TqY,

进而我们完成了横截性定理的证明。 ♣

上述定理的证明冗长且复杂，令人望而生畏，原因大致有两个：

1. 没有几何直观铺垫，虽然这里笔者有意选取 T 代表参数流形，但这仍然提供不了过于深刻

的帮助；

2. 直觉上对条件很抗拒：先天性的要求 F 和 ∂F 横截相交是否过于苛刻？这容易验证吗？

下面两个快速推论或许会让我们心理上更好理解横截性定理：

推论 3.4.1:横截映射广泛存在性

给定任意光滑映射 f : M → RK，以及欧氏空间光滑子流形 X ⊂ RK，对于几乎所有的

v ∈ RK，“v−平移”映射

fv :M → RK , p 7→ fv(p) = f(p) + v

与 X 横截相交。

证明毋庸置疑，我们构造 F : M × RK → RK，且 F (p, v) = f(p) + v，从而显然 F 与 ∂F 均

为淹没，因为其切映射均会出现恒同的部分 (+v部分提供的)。从而由横截性定理，“几乎所有的

v ∈ RK”，有 fv 与 X 横截相交。 ♣

再进一步，当我们选取 f 为嵌入映射，我们此时就能“看见以上定理”，获得一些几何直观：

推论 3.4.2:一般位置引理

设M,N 为 RK 的子流形 (允许M 带边)，则对几乎所有 v ∈ RK，M + a与 N 横截相交。

注：粗糙来讲，我们只需要记住一般位置引理的图景即可。这个结论为我们提供的直观是：在等

距移动流形的时候，绝大多数时刻都会与其他流形横截相交。
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3.4.2 横截相交与同伦

利用 ε−邻域定理以及上一节的横截性定理，可以证明：

定理 3.4.2:同伦横截定理

对任何从带边流形M 到无边流形 N 的光滑映射 f，以及 N 中的无边子流形 Y，“存在”

同伦于 f 的光滑映射 g :M → N 使得 g与 ∂g均与 Z 横截相交。

此外，如果 X ⊆ M 为无边闭子流形，并且“额外要求”：f 在 X 上与 Y 横截相交 (即切

空间横截等式对于 f−1(Y ) ∩X 中的点成立)，那么还可以“进一步要求”g|X = f |X。

证明证明与上一小节十分类似，可以想象的操作是：用手把住 X 的像，轻微抖动 f(M)，就不

难使得 f(M)与 Y 横截相交，这里“轻微抖动 f(M)”想要严格说清就要事先把 f(M)框定在

一个开的活动区域内 (即 ε−邻域)，再结合横截相交的广泛性即可说明。多说无益，我们把细节

留给好奇且执着的读者，你们可以在任何一本微分拓扑的书中找到证明。 ♣

注意到 ∂M 总是M 中的闭集，因此我们有如下十分重要 (且常用)的推论：

推论 3.4.3:边界横截则整体横截

设 f : M → N 为光滑映射，且 ∂f 与 N 中无边子流形 Y 横截相交，则存在光滑映射

g :M → N 同伦于 f，且 ∂g = ∂f。

简言之，当我们处理实际问题时，有如下的基本策略 (重要且常用！！！)：

• 若处理的是同伦范畴下的问题，那么总可以不妨假设研究的映射与某个子流形横截相交

(平地起高楼，强行为自己创造有利条件，比如下例)；

• 若天然有 h : ∂M → N 与 Y 横截相交，且 h“可以延拓成”整个定义在M 上的映射，那

么我们实际上可以选取延拓 H 使得与 Y 横截相交。(将在下一章与下例中用到)

下面我们来看两个横截同伦定理应用的重要例子：

例 3.4.1 (余维数 2不改变连通性). 设M 为m维连通光滑流形，若 S ⊆M 为维数 k ≤ m− 2的

光滑子流形，则补集M \ S 是连通的。

证明任取 x, y ∈M \ S，则由 x, y /∈ S可知这两点与 S横截相交，从而考虑 γ : I →M 为M 中

连接 x, y的道路，则由上述推论，存在同伦于 γ的道路 γ′使得 γ′的像与 S横截相交，而两者维

数和 < m，从而相交一定为空，进而可知 γ′的像完全落在 S 中，即证。 ♣

例 3.4.2 (余维数 3不改变基本群). 设M 为m维连通光滑流形，若 S ⊆M 为维数 k ≤ m− 3的

光滑子流形，则 π1(M \ S) = π1(M)。



3.4 横截性再探——从 0到 1 33

证明由上例可知，M \S仍连通，从而不妨选取 p ∈M \S为基点。进而由上一例的证明可知，任

意M 中以 p为基点的回路同伦于一个M \S中以 p为基点的回路，从而可知 i∗ : π1(M \S, p) →

π1(M,p)为满同态。又若 i∗([α]) = i∗([β])，从而存在同伦 H : I × I → N，又 ∂H 的像为 α, β

和两点 (实际上是一点 p)组成，且均在M \ S 中，因此自然有 ∂H 与 S 横截相交，进而不妨假

设H 与 S 横截相交 (由上述推论)，从而由维数可得H 的像和 S 相交为空，从而H 是完全落在

M \ S 中的同伦，故 [α] = [β]，从而 i∗为单同态。故可知两者基本群相同。 ♣

注：细心的读者会发现上述证明有一处并不严格，也即H 是从 I × I 出发的光滑映射，但 T × I

在前面证明中已知并不为带边流形。一个弥补的方式是考虑用 D2 代替 I × I，然后类比标准同

伦，在 D2 上定义同伦。但简言之，这并不是本质的 (因为在同伦范畴下，用光滑同伦和连续同

伦研究是等价的)。

做一点简单的推广，我们立刻有：

定理 3.4.3:余维数 l不改变 l − 2阶同伦群

设M 为m维连通光滑流形，若 S ⊆M 为维数 k ≤ m− l的光滑子流形，则

πl−2(M \ S) = πl−2(M) .

下面是由上述结果推出的 (恶)趣味性结果：

1. S4 \ S1单连通；(事实上可以证明其伦型为 S2)

2. · · ·
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3.5 必要练习

Problem 1. 证明：对任意正整数 n，RPn均可嵌入到 S2n中；且在此嵌入意义下，当 n ≥ 3时，

S2n \ RPn单连通。

证明由强Whitney嵌入定理可知：RPn可嵌入到 R2n中，由 R2n与 S2n \ {N}微分同胚 (这里

N 为北极点)，从而可知 RPn可嵌入到 S2n中。 ♣

证明 (略初等的证明)

我们考虑 h : Rn+1 × Rn+1 → R2n+1，

h(x0, · · · , xn, y0, · · · , yn) = (z0, · · · , z2n), zk =
∑
i+j=k

xiyj .

进而我们定义

g : Sn → S2n, g(x) =
h(x, x)

|h(x, x)|
,

注意到 h(x, x)中全体坐标和为

2n∑
k=0

∑
i+j=k

xixj =

(
n+1∑
i=0

xi

)2

= 1,

从而 h(x, x) 6= 0，故 g是良定义的。下面证明：g(x) = g(y)当且仅当 x = ±y。

我们先证明一个十分基本的观察：h(u, v) = 0当且仅当 u = 0或 v = 0，一方面显然，我们

考虑另一方面：由 u0v0 = 0，不妨设 u0 = 0，进而可设 u中最小非零坐标为 uk，v中最小非零

坐标为 vl，则由

ukvl = u0vk+l + · · ·+ ukvl + · · ·+ uk+lv0 = 0,

矛盾！从而可知 u, v必有一者全为 0。进而由 g(x) = g(y)，可知存在 λ使得 h(x, x) = λ2h(y, y)，

直接计算可得 h(x+ λy, x − λy) = 0，进而 x+ λy = 0或 x− λy = 0，又 x, y ∈ Sn，从而可知

|λ| = 1。从而可知上述断言成立。

因此可知 g 诱导出 RPn 到 S2n 的光滑单射 f，由局部坐标来看，f 每个分量均可表示成多

项式函数，因此可知 f 为浸入，故结合 RPn紧和 S2nHausdorff，我们可知 f 给出了一个嵌入。

进而当 n ≥ 3时，由切除余维数大于 3的子流形不改变基本群，从而可知命题成立。 ♣

¶注：事实上，由 Sard定理，我们也可从第二个证明得出 RPn可以嵌入到 R2n中。

Problem 2. 设M 是紧致的 m维光滑流形，f : M → Rm+n+1 是光滑嵌入。设 N 是 n维光滑

流形，j : N → Rm+n+1 是光滑映射。求证：对任意 ε > 0，都存在光滑嵌入 g : M → Rm+n+1，

使得 ||f(p)− g(p)|| < ε对一切 p ∈M 成立，且 g(M)与 j(N)不相交。
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证明回忆：“给定任意光滑映射 f :M → RK，以及欧氏空间光滑子流形X ⊂ RK，对于几乎所

有的 v ∈ RK，“v−平移”映射

fv :M → RK , p 7→ fv(p) = f(p) + v

与 X 横截相交。”

从而对任意 ε，我们能找到一个 Rm+n+1 中向量 v模长小于 ε，且 fv = f + v与 j(N)横截

相交，从而取 g = fv。则一方面 ||fv(p)− f(p)|| = ||v|| < ε，且 g显然也为嵌入，且由 g与 j(N)

横截相交，以及m+ n < m+ n+ 1，从而两者相交为空。 ♣

¶注：在上一题的基础上，我们还可以得到更强的结果，直观上就是只扰动相交的部分：

Problem 3. 设M 是紧致的m维光滑流形，f :M → Rm+n+1是光滑嵌入。设N 是 n维光滑流

形，j : N → Rm+n+1是光滑映射，以及 U 为包含 g(M)∩ j(N)的开邻域，求证：对任意 ε > 0，

都存在光滑嵌入 g :M → Rm+n+1，使得 ||f(p)− g(p)|| < ε对一切 p ∈M 成立，且 f(q) = g(q)

对所有 q /∈ f−1(U)成立，以及 g(M)与 j(N)不相交。

证明留给有缘人。 ♣

Problem 4. 设 X 为 RN 中的子流形，给定正整数 l ≤ N，证明：“几乎”对 RN 中每个 l维线

性子空间 V，有 V 与 X 横截相交。

证明注意到 X 为 RN 的正则子流形，回忆“横截性定理”，我们需要构造一个“参数流形”T，

以及“出发流形”M，一个“目标流形”N，以及 F :M × T → N，使得 F 与N 中某个子流形

横截相交，这样我们才能有对几乎每个“参数”t，F (·, t)和这个子流形横截相交。

对比已有的条件，我们不难有：

• 目标流形 N 选取为 RN，因为我们要考虑其子流形 X，这是相当自然的。

• 为了将线性子空间 V 和“F (·, t)”联系起来，注意到要确定 V，无非就是由 l个“线性无

关的标架”{v1, · · · , vl}所确定的。因此联系最后需要“参数流形”T 中点取定，因此我们

想到和取定一组标架结构相似，故我们选取参数流形：

T = {(v1, · · · , vl)|v1, · · · , vl线性无关} ⊆ (RN )l.

从而自然的，我们选取出发流形M = Rl 为 l个系数，以在确定“参数”{v1, · · · , vl}之后，生

成整个 V。整理以上分析，我们重新书写如下：

考虑 F : Rl × T → RN，

[(t1, · · · , tl), {v1, · · · , vl}] 7→ t1v1 + · · · tlvl.

注意到 F 为淹没 (check！)，从而由横截性定理即可知得证。 ♣
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相交理论
4

4.1 模 2相交理论：定义与性质

在上一章开篇，我们便围绕子流形相交何时能成为子流形展开了讨论，并认识到“横截相

交”是一种最广泛也最稳定的“相交模式”。既然如此广泛且稳定，那么我们就不难期待能从

“相交”中进一步获得许多有趣的“几何不变量”。

我们现考虑M 无边子流形 X,Y 之间的相交，一类最特殊，也是最简单的相交情形是：X

和 Y 的
:::::::::::::::::
维数在M 中互补，也即 dimX + dimY = dimM。这是因为若进一步，X 和 Y 横截相

交，则 X ∩ Y 为零维子流形。

如果现在我们进一步假设X,Y 均为闭子流形，且至少有一者紧，不妨设为X，从而X ∩ Y

一定是有限个点。因此自然的，我们可以定义 X 和 Y 的相交数为 #(X ∩ Y )。

更进一步，如果任给两个 (不一定在同一流形中的)流形，应当如何定义相交数呢，会遇到哪

些
:::::
障碍呢？为了获得灵感，我们先将上述翻译成更易推广的情形：对 i : X ↪→ M 为嵌入内射，

且 i与 Y 横截相交，则我们可以定义 X 和 Y 的相交数为 #(i−1(Y ))。

稍稍回忆一下我们的出发点：“
:::::::::::::::::::::::::::
从相交出发探索几何不变量”。因此我们自然希望上述定义

会是在“扰动”也即同伦下不变的。但是从下图看出，这个相交数在同伦意义下，并非始终是个

常数：

#(X ∩ Y ) = 2

#(X ∩ Y ) = 3

#(X ∩ Y ) = 4

Y

图 4.1: 横截相交数在模 2意义下不变

但在上述图像中，我们可以看出，当 X 与 Y
:::::::::
横截相交时，尽管 #(X ∩ Y )并不是常数，但

在模 2意义下为常数！且当X 与 Y“不横截相交”时，由微扰下即可变成横截相交，因此我们

也可以以微扰下的相交数代替其直观上的相交数。

37
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综合上述讨论，我们自然孕育出了如下“几何不变量”(我们稍后给出证明)：

定义 4.1.1:模 2相交数

设X为无边紧流形，N 为任意无边光滑流形，Y 为N 的无边子流形，且 dimX+dimY =

dimN。f : X → N 为光滑映射，且与 Y 横截相交，则可知 f−1(Y )为X 中零维子流形，

从而为有限个点，进而我们定义 f 和 Y 的模 2相交数

I2(f, Y ) := #f−1(Y ) (mod 2) .

进一步对任意光滑映射 g : X → N，我们选取 f ⋔ Y 且与 g 同伦 (由上一章的同伦横截定

理，我们知道这样的 f 一定存在)，则定义 g与 Y 的模 2相交数为

I2(g, Y ) := I2(f, Z).

¶注：关于上述定义，读者或许会有如下两个自然的问题：

• f−1(Y )为零维子流形的证明：codimXf
−1(Y ) = codimNY = dimN − dimY = dimX，

从而显然 dim f−1(Y ) = 0；

• g的模 2相交数的定义是否依赖于同伦 f 的选取？下面这个定理澄清了观点：

定理 4.1.1:模 2相交数为同伦不变量

设 f0, f1 : X → N 同伦，且均与 Y 横截相交，则

I2(f0, Y ) = I2(f1, Y ).

因此进一步，我们可知 I2(g, Y )对任意光滑映射是良定义的，且：对任意 g0, g1 : X → N

为同伦的光滑映射，则

I2(g0, Y ) = I2(g1, Y ).

证明我们只需证明横截相交的情形，后面两句断言均为自然推论。设 F : X × I → Y 为从 f0到

f1的同伦。注意到：∂(X × I) = X ×{0}∪X ×{1}，且 ∂F |X×{0} = f0以及 ∂F |X×{1} = f1，且

f0, f1均与 Y 横截相交，则可知 ∂F 与 Y 横截相交。

因此回忆上一章末尾的“同伦横截定理”，我们可以选取与 F 同伦的映射 G，使得 G ⋔ Z，

∂G = ∂F。从而可知 G−1(Y )为 X × I 中一维子流形，且有边界

∂G−1(Y ) = G−1(Y ) ∩X × I = f−1
0 (Y )× {0} ∪ f−1

1 (Y )× {1},

回忆“一维子流形的边界是偶数个点”，从而可知 #f−1
0 (Y ) + #f−1

1 (Y )为偶数，故可知

I2(f0, Y ) = I2(f1, Y ),
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综上我们完成了证明。 ♣

N

Y

X × I

f0

f1

G−1(Y )

图 4.2: 模 2相交数良定义图示

现在回到我们最清晰可见的情形：若 X,Y 为M 中维数互补的正则子流形，则考虑嵌入映

射 i : X ↪→M，可以定义 X 与 Y 的模 2相交数为

I2(X,Y ) := I2(i, Y ).

换言之，如果 X ⋔ Y，则模 2相交数就是 #(X ∩ Y ) (mod 2)。

边界定理

现在我们来看一个有趣的情形：“如果 X”恰好实现成某个区域 Z 的边界，则简单画个图

像，Y 与X 横截相交，从而直观上，势必会穿入 Z 再穿出 Z，因此穿入穿出一一对应——这暗

示我们或许这种情形下 I2(X ∩ Y ) = 0！

这启发我们如下更一般的定理：

定理 4.1.2:边界定理

设 F : M → N 为光滑映射，且 ∂M = X，∂F = f，则对 N 中任意和 X 维数互补 (为

dimN )的正则子流形 Y，有 I2(f, Y ) = 0。

证明由同伦横截定理，存在同伦于 F 的光滑映射 G : M → N，且 G与 g = ∂G均与 Y 横截

相交，且不难看到 g与 f 同伦。从而有 I2(f, Y ) = I2(g, Y ) = #g−1(Y ) (mod 2) = #∂(G−1(Y ))

(mod 2)。注意到G−1(Y )为M 中的 1维子流形，从而其边界有偶数个点，故可知 I2(f, Y ) = 0，

综上我们完成了证明。 ♣

一个快速且有趣的推论是：
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推论 4.1.1:环面上的腰圆

不存在环面上的二维带边子流形，其边界为环面上的一个腰圆。进一步，环面上的嵌入圆

周若将环面分成两部分，则一定可缩。

证明对第一句断言，考虑另一方向的圆周 (基本群的另一个生成元)，则易见两者相交数恒为 1，

从而若腰圆能实现成一个二维带边子流形的边界，则模 2相交数一定为 0，矛盾！

对第二句断言，注意到：若不可缩，则设其在基本群 Z × Z中对应的元素为 (m,n)，注意

到若m′ = km, n′ = kn，则事实上图像上该圆周只是在 (m,n)的圆周上多绕行 k圈，此时并不

为嵌入，因此我们有m,n互素。进而一定存在一者为奇数，故可选取其所在对应的生成元腰圆，

则与之相交数为奇数，从而仿照上一断言我们知道不会分成两部分，矛盾。 ♣

(a) 环面结 (1,2) (b) 环面结 (1,3)

图 4.3: 沿着黑线剪开得到几块区域？

¶注：事实上，利用双曲几何我们可以证明更强的结论：对任意 α, β为 σg 上的简单闭曲线，如

果 α和 β 不将曲面分成两部分，则存在 σg 上的自同胚 ψ 使得 ψ(α) = β(一个很好的参考文献是

A Primer on Mapping Class Group)。从而借助这个结论，显然不存在 Z2 的自同构 ψ∗ 将 (1, 0)送至

(0, 0)，故可知上述命题成立。

模 2映射度

模 2相交理论也为我们提供了一个有趣的几何不变量，其具体地讲，是针对同维数流形之

间光滑映射的同伦不变量，其定义依赖于如下事实：

定理 4.1.3:模 2映射度

设 f : M → N 为从紧流形 M 到连通流形 N 的光滑映射，且 dimM = dimN，则

I2(f, {q})不依赖于 q ∈ N 中的选取。这个值称为f 模 2的映射度，记为 deg2(f)。



4.1 模 2相交理论：定义与性质 41

证明我们需要如下的“唱片引理”：

对任意 f 的正则值 q，f−1(q) = {p1, · · · , pn}为有限集，且每个 pi存在开邻域 Ui，使得 Ui

互不相交，且均通过 f 微分同胚送至 q的开邻域 V。

证明留作练习，从而我们选取与 f 同伦的映射 g使得 g与 {q}横截相交，从而设 g−1(q) =

{p1, · · · , pk}，则有 I2(f, {q}) = k (mod 2)，利用连通性和局部常值不难证明这个数不依赖于 q

的选取。 ♣

¶注：事实上模 2映射度的计算相当容易，我们只需要选取一个正则值 y(Sard定理告诉我们这样

的 y 充分多！)，计算 #f−1(y) (mod 2)即可，比如 f : S1 → S1，z 7→ zn，则可知 deg2(f) = n

(mod 2)。
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4.2 模 2相交理论：应用

在这一节中，我们将看到模 2相交理论在拓扑上的有趣应用。

4.2.1 模 2环绕数

开门见山的讲，我们引入环绕数这一概念的动机源自于传统的 Jordan曲线定理：对于 R2

上的任一条简单闭曲线，都会将平面分成“内外两部分”。那么我们自然要问，我们如何去“衡

量内外”呢？

图 4.4: 内部环绕数为 1，外部环绕数为 0

如上图所示，我们考虑一个从不在曲线上的点出发，观察其与曲线上点连线箭头所环绕的

总角度，容易看见，处在“曲线内部”的点会环绕出完整的圆周，而在“曲线外部”的点则往往

不会环绕出完整圆周。从而这表明：我们可以通过引入“环绕数”去衡量曲线内部与外部。

推而广之，我们设X 为 n− 1维的紧致无边连通流形，以及光滑映射 f : X → Rn(注意在上

述情形无非是取 f 为嵌入映射)。我们想研究 f 是在 Rn中是如何扭曲、环绕X 的 (比如标准的圆周

与嵌入的任意曲线)，因此任取 z不在 f(X)中，考虑映射

u : X → Sn−1, x 7→ f(x)− z

|f(x)− z|
.

不难想象，我们所关心的“环绕数”正可以借助上一节定义的“映射度”来描述！

定义 4.2.1:模 2环绕数

在上述记号下，我们记W2(f, z) := deg2(u)为 f 绕 z的模 2环绕数。

在正式证明 Jordan-Brouwer分离定理之前，我们先利用一个简单的定理去进一步理解环绕

数。在正式陈述定理之前，我们仍先给出一些基本的观察：如图4.4所示，曲线环绕出的区域为

阴影部分，那么我们事实上直接有 z在阴影部分内，则环绕数为 1，在阴影部分外，环绕数为 0，

从而我们猜测 (也确实有)：



4.2 模 2相交理论：应用 43

定理 4.2.1:环绕数的一个基本性质

设 X 为一带边紧流形 D 的边界，F : D → Rn 为光滑映射，∂F = f，则对不在 f(X)

中的 F 的正则值 z(想想为什么一定存在？)，有 F−1(z)为有限集，且W2(f, z) = #F−1(z)

(mod 2)。换言之 f 绕 z的环绕数和 F (D)“击中”z的次数模 2相等。

¶注：这里或许需借助一些画图做一些直观的理解，要点在于 f(X)会出现环绕与自交，此时如

何确定出 F (D)呢？(给定 X 的一个大致方向，环绕区域内部始终在这个方向的同一侧)

证明我们分为如下几步顺次证明 (读者也可暂略证明部分，选择自行完成)：

步骤 1：若 z /∈ F (D)，则W2(f, z) = 0。

回忆 f 环绕数的定义：W2(f, z) = deg2(u)，注意到 u的定义，以及 z /∈ F (D)，从而我们

可以定义

U : D → Sn−1, U(x) =
F (x)− z

|F (x)− z|
,

且显然 ∂U = u。进而由边界定理，可知 deg2(u) = I2(u, {v}) = 0。(这里 v为任一正则值)

步骤 2：设 F−1(z) = {y1, · · · , yl}，Bi 为互不相交的 yi 的邻域，且均微分同胚于 Rn 中标准闭

球。我们进一步可以要求 Bi 与 X = ∂D 不相交，设 fi = F |Bi : Bi → Rn，则有 W2(f, z) =

W2(f1, z) + · · ·+W2(fl, z) (mod 2)。(类比一下留数定理！)

我们考虑D′ = D−∪li=1B
◦
i，从而 z /∈ F (D′)，则对F ′ = F |D′，f ′ = ∂F ′ : X∪∂B1 · · ·∪∂Bl →

Rn，结合步骤 1，我们有W2(f
′, z) = 0。显然：W2(f

′, z) =W2(f, z)+W2(f1, z)+ · · ·+W2(fl, z)，

故可立即得到W2(f, z) =W2(f1, z) + · · ·+W2(fl, z) (mod 2)。

步骤 3：利用 z的正则性进一步选取 Bi使得W2(fi, z) = 1，进而完成证明。

注意到 z为 F 的正则值，从而在任意 yi，F∗,yi 满射，进而结合维数关系，可知为线性同构，

从而 F 在 yi 为局部微分同胚，故可选取 Bi 使得 fi 将 ∂Bi 微分同胚的送至球面 Sn−1，不难看

到此时W2(fi, z) = 1。

综上，我们完成了证明。 ♣

4.2.2 Jordan-Brouwer分离定理

现在假设 X 为 Rn 中的紧致连通超曲面，如果其“真的能”将 Rn 分成两个区域，那么其

必然会是一个紧致 n维流形D的边界，从而由上一小节的定理，我们容易发现对于任意 z /∈ X，

若 z ∈ D，则W2(i, z) = 1(这里 i : X → Rn 为嵌入映射，以后我们也用W2(X, z)表示)；若 z /∈ D，

则W2(X, z) = 0。我们下面将从这个角度出发证明 Jordan-Brouwer分离定理。

步骤 1：设 z ∈ Rn−X，则对任意 x ∈ X 与其邻域 U，存在 U 中的点与 z的曲线和X 不相交。

我们使用“连通性归纳法”，记使得上述断言成立的所有 x构成的集合为 Z，我们希望证明

Z = X。自然分为如下三个小步骤：
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• Z 为闭集：设有 {xn} ⊆ X，且 xn → x，则对 x的任一邻域 U，我们总有 xn落在其中，选

择其一个完全落在 U 中的邻域，则由存在其中点与 z 的曲线和 X 不交，从而直接选取这

个点与曲线即可。

• Z 为开集：注意到X 为 n− 1维流形，假设断言对 x成立，则选取其一个同胚于 Rn−1的

开邻域 U 即可说明，余下留作一个并不趣味的练习。

• Z 不为空集：由 X 紧，选取其上距离 z最近的点 x，以及连接这两点的直线即可。

步骤 2：Rn −X 至多两个连通分支。

注意到 X 为 n − 1维流形，从而可以选取一个小球 B 使得 X 将 B 分割成两个连通分支，

也即 B −X 有两个连通分支。从而设 z0, z1为 B −X 中不在同一连通分支的两点，从而由步骤

1可知，对于任意 z ∈ Rn −X，其有与 z0或 z1的曲线与X 不相交，也即完全落在 Rn −X 中，

从而可知 Rn −X 至多两个连通分支。

步骤 3：如果 z0和 z1在 Rn −X 的同一连通分支中，则有W2(X, z0) =W2(X, z1)。

回忆环绕数的定义无非就是映射度，而证明映射度相等，或者更本质的，相交数相等，我们

只需要构造同伦即可！设 zt是连接 z0和 z1的曲线，则我们有同伦

ut : X × I → Sn−1, ut(x) :=
x− zt
|x− zt|

,

故我们可立即得到W2(X, z0) =W2(X, z1)。

步骤 4：给定点 z ∈ Rn −X 以及方向向量 v ∈ Sn−1，考虑射线 r = {z + tv : t ≥ 0}，则 r与X

横截相交当且仅当 v是 u : X → Sn−1的正则值。故几乎每个方向的射线与 X 横截相交。

考虑 g : Rn − {z} → Sn−1，其中 g(y) := (y − z)/|y − z|，从而对 i : X → Rn，容易看见

u = g ◦ i，从而我们要证的就是：u ⋔ {v}当且仅当X ⋔ g−1(v)。事实上，我们有如下更一般的

引理 (在下一引理中选取 f = i即可)：

引理 4.2.1. 设 X
f→ Y

g→ Z 为流形间的光滑映射，且 g ⋔ W，这里W 为 Z 的正则子流形，从

而 f ⋔ g−1(W )当且仅当 g ◦ f ⋔W。

证明注意我们只需要证明局部上的结果，回忆局部上 g ⋔W 当且仅当存在 h :W → Rl，使得 0

为 h正则值，且 0为 h ◦ g正则值。从而易见 g ◦ f ⋔W 当且仅当 0为 h ◦ g ◦ f 的正则值，自然

当且仅当 g−1(h−1(0))为 f 的正则值，也即 f ⋔ g−1(W )，从而可知引理成立。 ♣

步骤 5：设 z0 /∈ X，且从 z0出发的射线 r与 X 非空的横截相交 (由上一步骤知这一定能办到，且

交点个数一定有限)，对任意 r上不在X 中的 z1，设线段 z0z1和X 交点个数为 l，则W2(X, z0) =

W2(X, z1) + l (mod 2)。

对这样的 r及其对应的方向向量 v，我们容易看见设 u0(x) = (x−z0)/|x−z0|，u1(x) = (x−

z1)/|x−z1|，则 #u−1
0 (v) = #u−1

1 (v)+ l。回忆旋转数之定义，即可知道W2(X, z0) =W2(X, z1)+ l

(mod 2)。
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步骤 6：综合上述讨论，我们可以得到 Rn −X 确实有两个连通分支：

D0 = {z :W2(X, z0) = 0}, D1 = {z :W2(X, z1) = 1}.

• 由步骤 5可知： D0和 D1均不为空集，因为射线上至少有一个点；

• 由步骤 3可知， D0和 D1处在两个连通分支；

• 由步骤 2可知， D0和 D1恰好就是 Rn −X 仅有的两个连通分支。

步骤 7：当 |z|充分大时，W2(X, z) = 0。

回忆模 2旋转数之定义，对 u(x) = (x− z)/|x− z|，由 x紧，从而当 |z|充分大时，u(X)为

Sn−1落在 z/|z|的一个小邻域内，从而不难知道此时映射度为 0，也即W2(X, z) = 0。

步骤 8：综合上述讨论，证明 Jordan-Brouwer分离定理：

定理 4.2.2: Jordan-Brouwer分离定理

设X 为 Rn中紧连通超曲面，则 Rn−X 有两个连通分支，“内部”D1和“外部”D0，且

D1为紧致带边流形，且 ∂D1 = X。

证明利用步骤 7，可知 D1有界，从而 D1紧，且由 Rn = D0 tX tD1，从而有 D1 = D1 ∪X，

因此为证 D1为带边流形，我们只需要在每一点 x ∈ X 处赋予局部坐标卡。

注意到 X 为 n − 1维正则子流形，从而存在 x的开球 B 与微分同胚 ψ : B → ψ(B) = B′

使得 X ∩ B 微分同胚于 Rn−1 ∩ B′。从而结合步骤 3，D0 和 D1 是两个连通分支，从而不难有

ψ−1(Hn ∩B′)或 ψ−1(−Hn ∩B′)中一者完全落在 D1 ∪X 中，这便给出了一个局部坐标卡。 ♣

推论 4.2.1:超曲面的定向性——一道丘赛 P6

所有 Rn中的紧连通超曲面 (总假定无边)均可定向。

证明由 Jordan-Brouwer分离定理，其可将 Rn 划分为内外两区域，且可实现成内部流形M 闭

包的边界。由M 为开子流形，从而可定向，因此可诱导出其边界上的定向，即证。 ♣

推论 4.2.2:非平凡的应用

实射影平面 RP2不能光滑嵌入 R3中。

证明反证法，若不然，则可知 RP2可视为 R3中的紧连通超曲面，故可定向，矛盾！ ♣

注：一般来讲上述定理证明有两种，一种是上述借助微分拓扑的技术，另外一种则是借助代数

拓扑中的 Stiefel-Whitney示性类。更一般的关于能否嵌入、淹没、浸入以及配边等问题，都可

以借助示性类来刻画“障碍”，从而给出回答。
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4.2.3 Borsuk-Ulam定理

我们将利用模 2环绕数证明拓扑上另一经典结果，其中一个版本是：

定理 4.2.3: Borsuk-Ulam定理——环绕数版本

设 f : Sk → Rk+1为光滑映射，且 0 /∈ f(Sk)，称 f 为奇映射，如果

f(−x) = −f(x), ∀x ∈ Sk,

则有W2(f, 0) = 1。

另外一个十分常见的版本是：

定理 4.2.4: Borsuk-Ulam定理——对径点版本

设 f : Sk → Rk 为
::::
连续映射，则存在 x ∈ Sk 使得 f(x) = f(−x)。

¶注：若取 k = 2，则可说明地球上一定有一组对径点，温度和湿度都相同。考虑地理环境，这

个结论很不平凡。

我们下面的行文思路是：

1. 利用归纳法证明环绕数版本的 Borsuk-Ulam定理；

2. 从环绕数版本出发，给出若干等价命题，并最后得出最常用的对径点版本；

3. 从这些 Borsuk-Ulam定理出发，得出一些有趣的推论，如火腿三明治定理。

环绕数版本的证明

步骤 1：当 k = 1时，命题成立。

回顾模 2环绕数的定义，我们为了计算W2(f, 0)，无非就是考虑 f1(x) := f(x)/|f(x)|，S1 →

S1，计算 f1 的模 2映射度 deg2(f1)。注意到由 f 为奇映射，可知 f1(−x) = −f1(x)。我们有如

下两种计算其映射度的思路：

1. 微分拓扑：先证明 f1的提升 g : R → R，也即存在 f(eit) = eig(t)；再证明存在整数 q使得

g(2π) = g(0) + 2qπ；最后再证明 deg2(f1) ≡ q (mod 2)，从而可知模 2映射度为 1。

2. 代数拓扑：含糊的讲，f1∗诱导出的基本群同态显然为 −1 : Z → Z，从而其拓扑映射度为

−1。但考虑拓扑映射度和微分映射度的关系略要花费一些功夫。

细节留给执着的读者，我们由上述便可知W2(f, 0) = deg2(f1) = 1，也即 k = 1时命题成立。
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¶后续证明的动机：当 k = 1 时，命题成立。我们为了归纳，自然考虑视 Sk−1 为 Sk 的

“赤道”，也即写作 (x1, · · · , xk, 0)。为了计算W2(f, 0)，无非就是要选取一个 v以及直线 l，

计算 f 与 l相交的次数。那么选取 l和赤道不相交，就可以去结合归纳假设计算了。

步骤 2：合适的向量 v和直线 l的选取。

设 f 限制在赤道上的映射为 g : Sk−1 → Rk+1，由 Sard定理，存在单位向量 v ∈ Sk 使得同

时为映射
g

|g|
: Sk−1 → Sk,

f

|f |
: Sk−1 → Sk

的正则值。由 f 为奇映射 (回忆即有 f(−x) = −f(x))，从而 g也为奇映射，因此−v也为上述两个

映射的正则值。现在考虑直线 l = R · v，则有

• 由 g/|g|的维数关系以及 Sard定理可知，v与−v为正则值即意味着这两者原像均为空集，

换言之： g与直线 l永远不交。

• 回忆引理4.2.1，从而可知 v与 −v为 f/|f |的正则值意味着 f ⋔ l。

步骤 3：W2(f, 0)转化为原像集的元素个数，便于计算。

现在，由定义我们有

W2(f, 0) = deg2

(
f

|f |

)
= #

(
f

|f |

)−1

(v) (mod 2).

回忆 f 为奇映射，从而 f/|f |和 +v相交的次数和 −v的次数相同，因此我们实际上有

#
(
f

|f |

)−1

(v) =
1

2
#f−1(l).

上面我们用到了映射 f 的对称性，现在我们再用直线 l的对称性，我们可以单独考虑上半球

面去计算 (这样就能和赤道联系起来了！)，设 f+表示 f限制在上半球面 Sk+，也即坐标满足 xk+1 ≥ 0

的那些点。那么此时利用对称性，以及
:::::::::::::::::
赤道的像和 l不交，我们就有

#f−1
+ (l) =

1

2
#f−1(l),

从而我们有

W2(f, 0) = #f−1
+ (l) (mod 2) .

步骤 4：利用正交投影转化 g以使用归纳假设。

定理4.2.1是我们的一个出发点，为了将 g : Sk−1 → Rk+1划归到归纳假设能使用的维数，也

即 Rk，我们自然需要一个投影映射，因此更自然地，考虑 l 的正交补空间 V，以及正交投影

π : Rk+1 → V，π(x) = x− 〈x,v〉v，且 π−1(0) = l。进而考虑 π ◦ g : Sk−1 → Rk，且由 g与 l不

交，故 π ◦ g与 0不交，进而将 V 与 Rk 等同，结合
:::::::::
归纳假设，我们有W2(π ◦ g, 0) = 1。

步骤 5：将 π ◦ g与 f 联系起来。
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注意到 f+ ⋔ l，从而可知对

π ◦ f+ : Sk+ → V

有 π ◦ f+ ⋔ l(这里我们再一次用了横截相交的复合仍为横截相交)。对比 π ◦ g 与 π ◦ f+，以及 Sk−1

为 Sk的边界，从而可知 π ◦ g = ∂(π ◦ f+)。因此回忆定理4.2.1，这一关于环绕数的基本性质，我

们立刻有

W2(π ◦ g, 0) = #(π ◦ f+)−1(0).

但是事实上，#(π ◦ f+)−1(0) = f−1
+ (l)，故由步骤 4，我们立刻有

W2(f, 0) = #(π ◦ f+)−1(0) =W2(π ◦ g, 0) = 1 (mod 2).

从而由归纳原理，我们完成了证明。

若干有趣的等价命题

在证明其他等价命题之前，我们先将 Borsuk-Ulam定理的光滑环绕数版本，弱化为连续环

绕数版本：

定理 4.2.5: Borsuk-Ulam定理——连续环绕数版本

设 f : Sk → Rk+1为
::::
连续映射，且 0 /∈ f(Sk)，称 f 为奇映射，如果

f(−x) = −f(x), ∀x ∈ Sk,

则有W2(f, 0) = 1。

证明 联系连续与光滑的利器就是 Whitney 逼近定理：设 f : M → N 为连续映射，则存在

g : M → N 为光滑映射，且与 f 同伦。设现有 g ∼H f : Sk → Rk+1，且 g光滑，但遗憾的是 g

不一定为奇映射，因此我们考虑

ĝ : Sk → Rk+1, ĝ(x) =
g(x)− g(−x)

2
,

以及同样对同伦做“奇化”：

Ĥ : Sk × I → Rk+1, Ĥ(x, t) =
H(x, t)−H(−x, t)

2
.

由 f 为奇映射，从而 Ĥ(·, 0) = f，进而可知 f ∼Ĥ ĝ，且 ĝ为光滑奇映射，故由环绕数为同伦不

变量，可知W2(f, 0) = 1。 ♣

推论 4.2.3: Borsuk-Ulam定理——奇映射不零伦

设 f : Sk → Sk 为连续奇映射，则其不零伦，从而也一定为满射。

证明显然此时 deg2(f) =W2(f, 0) = 1，从而不为 0，更不可能零伦。 ♣
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推论 4.2.4: Borsuk-Ulam定理——低维球面版本

不存在 Sk → Sk−1的连续奇映射。

证明若存在，则视 Sk−1 为 Sk 的赤道，则可将其视为 f : Sk → Sk 的连续奇映射，因为像集为

Sk−1，不满射，与上一推论矛盾！ ♣

推论 4.2.5: Borsuk-Ulam定理——到 Rk 的奇映射

设 f : Sk → Rk 为连续奇映射，从而一定存在 p ∈ Sk，f(p) = 0。

证明若不然，使用反证法，则有 f/|f |为 Sk → Sk−1的连续奇映射，从而矛盾。 ♣

最后，我们可以给出 Borsuk-Ulam定理对径点版本的证明：

证明考虑 g(x) = f(x)− f(−x)则为 Sk → Rk 的奇映射，从而一定有零点，即证。 ♣

¶注：一个快速推论是，Sk 不能 (连续)嵌入 Rk 中，因为一定存在一组对径点映到同一点。大家

也可以思考光滑嵌入应该怎么去直接证明。(Hint：淹没为开映射)

¶注：在代数拓扑中，为了证明 Borsuk-Ulam定理，关键也是证明不存在高维球面到低维球面

的奇映射，这是因为奇映射会诱导出 H1(RPk−1,Z2)到 H1(RPk,Z2)的非零环同态，但由上同

调环的乘法运算可以很快得出矛盾。

火腿三明治定理

定理 4.2.6:火腿三明治定理

一个由火腿、面包、奶酪做成的三明治一定可以切一刀，使得火腿、面包、奶酪都分成体

积相同的两块。严格地讲，任给 Rn中的 n个有界可测集合 Ai，都能找到一个 n− 1维超

平面，均分它们的测度 (去掉这个平面后，Rn的两个连通分支和 Ai交集测度相同)。

留做一个趣味但并不容易的练习。
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4.3 定向相交理论

很明显，在模 2相交理论中，我们定义的模 2相交数过于“弱”，其只能反映出一些有限且

粗糙的性质，并不能为我们带来更深刻的几何不变量。因此我们就需要重新出发，寻找更“强

大”的相交数。

回忆一开始我们对相交数模 2的缘由：是因为我们希望所定义的相交数在“同伦扰动”下

是不变的，但我们发现在此时只有 #(X ∩ Y )的奇偶性是保持的。从而现在很自然的，为了“让

每个 #(X ∩ Y )中的点都派上用处”，我们要为每个点进行加权。

更精准的，我们要将每个点赋予“±1”，自然的如何赋予就取决于流形之间的定向问题了。
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4.4 必要练习
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5
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配边理论
6
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de Rham理论
7

结合 Bott Tu
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度量几何引论
8

先介绍 GH收敛的基本概念（笔记），一个自然的问题是，有多少性质在这个收敛过程中保持，

又有多少损失了？（完全损失拓扑，因为任意一个度量空间都可以用离散个点逼近）

在黎曼流形中，对于具有一定几何刚性的流形全体，其上的流形结构是可以在 GH收敛下

保持的，然后证明刚性定理，然后介绍 Cheeger有限性定理

值得关注的是上述预先要求两点，其一 GH收敛，且收敛的对象也落在M(n,D, v)中，这

一点总能做到吗？介绍 Gromov预紧性定理，然后介绍江文帅的 PPT和工作
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