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向量丛的基本性质

K理论初探
向量丛的定向和 的计算

第一次作业

( 上典范线丛) 我们考虑

我们想说明这是 上的一个线丛，只需要说明局部平凡性即可，任取 中不包含对径点的开集 ，设

其在商映射下的像集为 ，则显然 为开集，我们取 ，
，显然这是一个连续双射，因为可以直接构造出逆映射从而可知这是同胚。

我们现在进一步证明对 ， 均不为平凡丛：注意到其为平凡丛等价于其有一个恒不为 的截面
，也即存在一个连续恒不为 函数 ，使得 ，则可知

进而 ，从而由 连通，可知 一定有零点，矛盾！

一个直观的例子是 ，这很明显是一个Mobius带。

（Milnor Problem 3-A）

Proof：由 为淹没，从而任意 ， 为 的线性子空间，为了证明

构成了 上的向量丛，只需要构造出合适的局部平凡化即可。由淹没的标准型，可知存在 的局部坐标

卡 与 的局部坐标卡 使得

从而我们选取 在 上的局部平凡化为 ，

，注意到此时

从而我们有可以选取 ，

且 显然线性，从而这说明 确实是向量丛。（这里关键就是找到局部标架）

在上述标架意义下，可知 ，从而显然两者正交，进而有直和。

（Milnor Problem 3-B）
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Proof：为了证明 为向量丛，我们只需证明局部平凡化（并验证给出的同胚是线性的），事实上对任

意 ，选取其开邻域 使得有 和 均为平凡丛，且设前者有正交标架 ，后者有正交

标架 ，这里 ，从而我们先从 出发延拓出一组 上的正交标架，我们考虑
上的黎曼度量 ，以及矩阵（注意这里的 是选定的）

从而考虑线性方程 ，则这意味着对任意 ， ，这表明

，从而有 ，因此只有零解，进而 秩为 ，不妨设为前 行，则我们断言

线性无关，事实上若不然，则有 ，故可知 和 正交，进而与

上述假设矛盾，因此可知断言成立。

进而由线性无关是开性质，换言之存在 包含于 的开邻域 使得 在 上处处

线性无关，进而我们利用Gram-Schmidt正交化，我们可以得到 的一组正交标架 。

现在对 ，构造 处的局部平凡化，选取 ，

，上述证明也蕴含了 。

向量丛的基本性质  
命题：设 为秩为 的向量丛，则 等价于存在 ，使得对任意 ，

我们有 线性无关。

命题：设 为紧Hausdorff空间， 为向量丛， 为子空间，若 ，则我们可以

将其延拓成 上的截面 使得 。

Proof：关键想法还是单位分解，假设 则其开，并假设 覆盖了 ，且 平

凡，我们选取从属于 的一组单位分解 ，满足 ，且 .

注意到 为紧集，我们考虑 ，又 ，因此 可以看成是从

的连续，从而由Tietz扩张引理（设 是正规空间，且 是闭集，则任意连续函数

都可以扩张为连续函数 ），结合紧Hausdorff空间都是正规空间，我们可以将
延拓为 。

我们现在再考虑 ，则对任意 ，我们有

综上我们完成了延拓。

定义：（向量丛的拉回）我们对 ， 为向量丛，则定义

其赋予子空间拓扑，我们现在简要验证一下其局部平凡性：考虑 的邻域 使得 平凡，通过 同

构于 ，考虑 为 的开邻域，则有 平凡，这是因为我们有

，给出了同胚，这里 表示 向 的投影映射。

一个简单的性质是：对 ，我们有 ，这是直接的。
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因此我们可以定义 表示 上实向量丛在同构意义下的等价类（我们称 同构

如果存在保纤维的线性同胚）。这事实上给出了一个 的一个反变函子。

定理：（同伦不变性）设 为紧Hausdorff空间， 为一个由 给出的同伦，则我们对
为向量丛，有 同构于 。

Proof：设 ， ，从而我们有 ， ，因此我们有

令 为 上的向量丛，我们往证： 同构于 。

我们现在对 ，构造 上的丛 ，则容易看到对任意时刻 ，

同构于 。

考虑 上的丛 。注意到对一个同构 实际上给出了一个截

面，也即我们可以把这个线性同构看成是

而 是 的一个闭子集，则由上述的截面延拓定理，我们有 且

，尽管在 时刻 确实为同构，但并不代表整体是，因此这启发我们考虑如下集合

为同构

注意到同构事实上可转化为行列式不为 ，这是开性质，因此可知 为开集，又 紧，则由

点集拓扑中的管状引理，存在 使得 ，从而我们再考虑集合

由上一段论述则可知 为开集，显然为闭集，因为其补集表示那些与之不同构的向量丛，因为其可划分为

向量丛等价类的并，而每个等价类都是开的，因此其也是开的，又 ，可知 ，带入

我们便实现了目标。

K理论初探  
对任意拓扑空间 ，我们考虑其上全体实向量丛构成的全体，在同构意义下的等价类，记为

。

在其上可以自然定义出一个加法：也即向量丛的直和

且显然零向量丛 为单位元，结合律是显然的，从而我们有 为交换幺半群，进而我们

借助一个代数上的操作，我们可以将其实现为Abel群：

设 为交换幺半群，则我们定义

其中 当且仅当存在 ，使得 ，事实上这里我们形式上

用 代替了我们心里想的 。这样的构造群的方式我们称为Grotendick群。

以从自然数 构造 为例，我们实际上是考虑 ，且 当且仅当

（因为我们心里想的是 等价的即 ）。
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注：我们为什么要在定义中考虑 而不是直接让 呢？这是因

为很多幺半群事实上并没有消去律，比如 ，我们有 。

从而我们可以定义 ，换言之我们定义 实际

上是指存在 ，使得 。

归根结底，为了更清楚理解 上的形式减法，我们先证明如下命题：

命题：设 为紧Hausdorff空间， 为向量丛，则存在向量丛 使得 。

Proof：注意到在上一节中我们已经通过对向量丛赋予黎曼度量，说明了对向量丛 及其任意子丛 ，我们

能构造处一个唯一的正交补向量丛 ，且 。因此为了说明 的存在性，我们只需要说明向

量丛 可以嵌入到某个平凡丛中即可，而这个证明思路与弱Whitnety嵌入定理的证明思路类似，关键均
是利用单位分解：

设 为 的一组局部平凡邻域，且定义

设从属于 的单位分解为 ，则显然对 ，我们有 ，且注意到虽然

为局部映射，我们可以借助 将其延拓，换言之为我们有

注意这里 表示数乘。

现在我们可以定义

不难看到这是一个逐纤维的线性单射，因此可知这给出了 在 中的嵌入，综上我们完成了证明。

现在让我们重新审视 中的减法，这本质上是一个等价类，我们下面的论述将表面，这个减法等

价类总会有一个稍微好看的表达式：现在考虑 ，注意到由上一命题，存在 使得

，进而由减法的等价类定义，以及 ，可知

因此我们有：

推论：对任何紧Hausdorff空间 ，以及 ，存在 以及 使得

推论：我们考虑一个自然映射 ， ，则我们有

当且仅当存在 ，使得 。

Proof：后推前是显然的，因为我们找到了 使得 。我们现在考虑前推

后，若两者相等，也即 ，从而存在 使得 ，又存在 使
得 ，进而可得 ，也即后者，综上我们完成了证明。

事实上，利用向量丛的张量积，我们可以给 一个乘法结构，进而使得 成为一个交换环。

现在我们定义约化 群：

定义： 。

某种程度上， 是 模掉一个 ，这和约化同调群是类似的。



我们借助下一命题给出一个更易于接受的约化 群的定义：

命题：我们有

其中 当且仅当存在 使得 。

熟知 ，我们可知在 中，切丛 就是零元。

Proof：注意到两个定义都可以看成是 上商掉了等价关系，因此我们只需要证明两个等价关

系是一回事即可，注意到在原先定义中， 先等价于存在 使得 ，再等价于

有 使得 ，因为在第二个等价中平凡丛都被视作零元，因此我们可以在两者分别加

上 和 ，划归为前一种等价关系。总之严谨的倒腾倒腾，便可以心安理得的接受这两个定义等价。

向量丛的定向和 的计算  

例子：我们先说明任给一个 上的秩为 向量丛 ， 可分解成 。我们归纳的阐释这个事情，

注意到视 为流形， 表示其零截面为其一个正则子流形，考虑截面 ，则可以作微小扰动
使得 和 横截相交，若 ，则在交点 处，有

而这不可能，因为后者维数大于等于 ，左侧小于等于 ，因此 和 不交，也即 处处非零，从而

可分裂出一个平凡线丛的因子。

因此我们知道任何一个 上的向量丛都稳定同构于一个线丛，而显然 上线丛只有两种，因此可知

。

第一次作业  
Bonus Problem：证明 可平行化当且仅当 中有一者为奇数。

Proof：右推左，不妨设 为奇数，则可知 有一个非零截面，因此 ，从而我们有

左推右，若切丛平凡，则其有一个处处非零的向量场，则由向量场的Hopf指标定理可知 ，而

当 均为偶数时，我们有 ，矛盾！

（Milnor Problem 2A）

Proof： 为奇数时，显然有一个处处非零的切向量场 。 为偶数时，若有

处处非零的切向量场 ，不妨设其单位长（赋予一个黎曼度量的意义下），则考虑同伦映射

其显然连续，因此给出了 和 的同伦，但两者映射度不同，矛盾！

注意到 唯一个处处非零的截面，从而显然法丛是平凡丛。

（Milnor Problem 2B）

Proof：显然。

（Milnor Problem 2E）

Proof：

（Milnor Problem 3C）
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Proof：

（Milnor Problem 3D）

Proof：选取 上的一个黎曼度量 ，考虑 ，其中

，由 正定非退化，可以得出 为同构。一方面容易看出 为丛映射，且为单射，

又两个向量丛的秩相等，因此可知 为连续双射，容易构造出逆映射，因此可知是同构。

（Milnor Problem 3E）

Proof：前一问是显然的；对后一问，若 上有黎曼度量，则我们有

。

另一方面，若 ，则利用这个同构不难构造出一个黎曼度量。
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