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摘 要

摘 要

本文主要介绍带有带有正数量曲率度量的辛四维流形的分类，更具体的，我

们会证明其只能是复射影空间 CP2或者爆破辛直纹面.

证明主要分为两部分：第一部分我们会介绍辛流形中的伪全纯曲线的技术，

并利用伪全纯曲线模空间证明 D.McDuff的有理或直纹定理，也即若辛四维流

形包含自相交数非负的辛嵌入球面，则其一定是复射影空间 CP2 或者爆破直纹

面. 在这一部分中，我们会首先介绍伪全纯曲线模空间的定义，紧化以及横截性

等基本结果，然后介绍辛爆破和 Lefschetz纤维/铅笔等辛流形的构造，最后给出

McDuff定理的证明.

第二部分我们会介绍四维流形上的 Seiberg-Witten不变量，并利用其将辛条

件和正数量曲率度量条件联系起来，证明带有正数量曲率度量的辛四维流形一

定会包含一个自相交数非负的辛嵌入球面，从而结合第一部分中证明的McDuff

的有理或直纹定理，我们可以完成本文主定理的证明. 在这一部分中，我们会首

先介绍 Seiberg-Witten不变量的基本定义，以及一些基本性质，如带有正数量曲

率度量以及辛结构的四维流形的 Seiberg-Witten不变量，然后利用 Seiberg-Witten

不变量的穿墙公式以及 C.Taubes建立的 Seiberg-Witten不变量与 Gromov-Witten

不变量之间的关系找到自相交数非负的辛嵌入球面.

本文旨在用最少的前置知识介绍规范理论与伪全纯曲线这两项技术在低维

辛拓扑中的应用，并且展示本文主定理一个清晰简明的证明.

关键词：辛四维流；伪全纯曲线；Seiberg-Witten不变量
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Abstract

Abstract

This paper mainly introduces the classification of the symplectic four manifolds

with a metric of positive scalar curvature, more precisely, they will only be complex

projective space CP2 and blow-up ruled surface.

The proof contains two parts: in the first part we will introduce the technique

of pseodu-holomorphic curves, and use the moduli space of pseudo-homolomorphic

curves to prove D.McDuff’s rational or ruled theorem, i.e., if a symplectic four manifold

contains a symplectically embbeded sphere with non-neagetive self intersections, then

it must be CP2 or blow-up ruled surface. In this part, we will firstly talk about the

definition of the moduli space of psedo-holomorphic curves , the comapactification and

transversality of the moduli spaces, then we will introduce the symplectic blow-up and

Lefschetz fibration/pencil, and finally give the proof of McDuff’s theorem.

In the second part, we will introduce the Seiberg-Witten invariants on four di-

mensional manifolds and use them to establish a connection between the symplectic

condition and the condition of positive scalar curvature metrics. We will prove that a

symplectic four-manifold with a positive scalar curvature metric must contain a sym-

plectically embedded sphere with non-negative self-intersection number. Combining

this with McDuff’s rational or ruled theorem proved in the first part, we can complete

the proof of the main theorem of this paper. In this part, we will first introduce the

basic definition of Seiberg-Witten invariants and some fundamental properties, such as

the Seiberg-Witten invariants of four-manifolds with positive scalar curvature metrics

and symplectic structures. Then, by using the wall-crossing formula for Seiberg-Witten

invariants and the relationship between Seiberg-Witten invariants and Gromov-Witten

invariants established by C. Taubes, we will identify a symplectically embedded sphere

with non-negative self-intersection number.

This paper aims to introduce, with minimal prerequisites, the applications of gauge
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Abstract

theory and pseudo-holomorphic curve techniques in low-dimensional symplectic topol-

ogy, while presenting a clear and concise proof of the main theorem.

Key Words: Symplectic four manifold; Pseudo holomorphic curve; Seiberg-Witten

invariant
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第一章 导论

第一章 导论

本文旨在给出如下定理的证明，

定理 A 设 (X ,ω)为一个闭连通辛四维流形，则 (X ,ω)上允许正数量曲率度量当

且仅当 (X ,ω)辛同构于 (CP2,c ·ωFS)或者是爆破辛直纹面.

定理A揭示了带有正数量曲率度量的辛四维流形的完整分类，我们在本章中

主要会概要介绍上述定理所涉及的概念，以及证明该定理的大致思路，完整证

明我们将在后续章节中逐渐给出.

第一节 辛流形与近复流形

定义 1.1 设M2n为 2n维光滑流形，若其上存在非退化的 2−形式 ω，则称 (M,ω)

为辛流形，ω 为 M的辛形式. 若对子流形 S ⊂ M有 ω|T S 上为 S上的辛形式，则

称 S是 M的辛子流形，嵌入 i : S ↪→ M称为辛嵌入.

注 1.2 容易看到对于辛形式 ω，有 [ω] ∈ H2
dR(X)，且 [ω] 6= 0，进而 b2(X) =

dimH2
dR(X)> 0.

事实上更进一步，非退化性保证了

∫
X

ω ∧ω > 0，因此可知存在黎曼度量 g

使得 ω ∈ H+(X ,g)，进而可知辛四维流形 b+2 (X) ≥ 1.(关于 H+(X ,g)与 b+2 的定

义可参考5.3.1小节)

定义 1.3 辛流形 (M0,ω0)与 (M1,ω1)称为辛同构，如果存在微分同胚 φ : M0 →M1

使得 φ∗ω1 = ω0.

定义 1.4 辛流形 (M0,ω0) 与 (M1,ω1) 称为辛形变等价，如果存在微分同胚

φ : M0 → M1使得存在 M0上的一族单参数辛形式 {ω̃t}t∈[0,1]，使得

ω̃0 = ω0, ω̃1 = φ∗ω1.

例 1.5 辛流形 (M,ω)与 (M,cω)总是辛形变等价的，这里 c > 0为一常数.
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第一章 导论

我们主要关心的对象是是四维辛流形 X 以及其中的辛嵌入曲面 S. 对于四维

流形，我们可以定义 X 上的相交形式：

H2(X)×H2(X)→ Z

(A,B) 7→ A ·B := 〈A ^ B, [X ]〉.

事实上，由熟知的代数拓扑结果，存在两个横截相交的嵌入曲面 SA,SB使得其基

本类恰好分别为 PD.A,PD.B，从而可以将 A ·B定义为 SA与 SB的代数相交数. 对

于嵌入曲面 S，我们称 [S] · [S]为 S的自相交数.

定义 1.6 设 π : X → Σ为光滑纤维丛，且底空间 Σ与纤维均为闭可定向的连通曲

面. 我们称辛四维流形 (X ,ω)为辛纤维丛，如果 ω 限制在每个纤维上都是辛形

式. 特别的，如果纤维亏格为 0，也即同胚于球面 S2，我们称 (X ,ω)为一个辛直

纹面.

注 1.7 若 (X ,ω)为一个辛纤维丛，那么 X 的每根纤维都是 (X ,ω)的一个辛子流

形，并且自交数为 0.

例 1.8 设 σ1,σ2为 S2上的任意两个辛形式，则显然有

(S2 ×S2,σ1 ⊕σ2)

为一个辛直纹面.

定义 1.9 若 (X ,ω)为辛流形，则 X̃ := X#CP2 上也存在辛结构 ω̃，称 (X̃ , ω̃)为

(X ,ω)的辛爆破 (blow-up)，称 (X ,ω)为 (X̃ , ω̃)的辛坍缩 (blow-down). 对辛流形

中的辛嵌入球面 E，若有 [E] · [E] =−1，则称 E 为例外球面.

注 1.10 我们将会在第三章展开讨论辛爆破与辛坍缩.

定义 1.11 我们称辛四维流形为

• 爆破辛直纹面，如果其是辛直纹面或为辛直纹面的若干次辛爆破.

• 辛有理曲面，如果其是 (CP2,ωFS)通过一系列辛爆破，辛坍缩以及辛形变

等价得到的.

2



第一章 导论

• 极小的，如果其不是任何辛四维流形的辛爆破，等价地，不包含任何例外

球面.

例 1.12 我们已经看到 S2 × S2 是一个辛直纹面，但同时利用基本的拓扑技术

(如 Kirby演算[1])，可以证明 (S2 ×S2)#CP2和 CP2#2CP2是微分同胚的，从而有

S2 ×S2可视为 CP2先进行两次辛爆破再进行一次辛坍缩得到，因此 S2×S2也是

一个辛有理曲面.

同时也不难证明 CP2#CP2 微分同胚于 S2×̃S2，其后者示 S2 上的非平凡 S2

丛，因此 CP2#CP2既是辛直纹面，也是辛有理曲面.

Gromov发现利用近复结构研究辛流形，可以让原本充满柔软性的辛几何世

界拥有可以依靠的强大不变量，因此下面我们来介绍一下近复流形的有关概念：

定义 1.13 设M为 2n维光滑流形，J ∈ Γ(End(T M))称为M的一个近复结构，如

果 J2 =−id，(M,J)称为近复流形. M上全体近复结构构成的集合记为 J (M).

设 S为M的光滑子流形，若 J|T S为 S上的近复结构，则称 S为M的近复子

流形.

定义 1.14 设 (M,ω)为辛流形，J为 M上的近复结构，则称

• J 是ω−控制 (tame)的，如果如果对任意 X ∈ Γ(T M)，若 Xp ∈ TpM 非零，

则有

ω(Xp,JXp)> 0.

(M,ω)上全体 ω−控制的近复结构构成的集合记为 Jτ(M,ω).

• J是ω−相容 (compatible)的，如果由

gJ(X ,Y ) := ω(X ,JY ), X ,Y ∈ Γ(T M),

定义的 gJ 是 M上的黎曼度量.

(M,ω)上全体 ω−相容的近复结构构成的集合记为 J (M,ω).

一个基本的结果是：

定理 1.15 ( Gromov ) 对辛流形 (M,ω)，拓扑空间 Jτ(M,ω)与 J (M,ω)均非空

且可缩.

3



第一章 导论

因此给定辛流形 (M,ω)，由定理1.15可知任取 ω−控制的近复结构，(T M,J)

为复向量丛，因此可以定义 c1(T M,J) ∈ H2(M;Z). 进一步由 Jτ(M,ω)可缩从而

道路连通，可知 c1(T M,J)不依赖于近复结构的选取，因此我们可以良好定义辛

流形的第一 Chern类 c1(M,ω) := c1(T M,J).

在结束本节之前，我们先在粗略描绘一下证明定理A的思路，其很大一部分

依赖于如下的分类定理：

定理 B ( McDuff [2] ) 设 (X ,ω)为一个闭连通的辛四维流形，且包含一个辛嵌入

球面 S ⊂ X 使得

[S] · [S]≥ 0,

则 (X ,ω)辛同构于以下两者之一：

• (CP2,c ·ωFS)，其中 c > 0为某一常数，

• 爆破辛直纹面.

注 1.16 定理B通常可总结为”包含非负辛球面的辛四维流形是有理或直纹的“，

因此我们之后总会称呼定理B为有理或直纹定理.

我们将在本章第二节中给出上述定理的一个类似情形，也即下文定理C的证

明概述.

借助定理B，容易看到为了证明定理A，我们只需在带有正数量曲率度

量去构造自相交数非负的辛嵌入球面. 这部分将会使用四维光滑流形上的

Seiberg-Witten不变量，以及其与辛流形上 Gromov-Witten不变量之间的联系. 我

们将在本章第三节中给出这一方案更精准的概述.

至于定理A的反向，也即证明对 (X ,ω) = (CP2,c ·ωFS)或爆破辛直纹面，其

上允许正数量曲率度量，我们将在本文第六章开篇给出.

第二节 辛嵌入球面与McDuff分类定理

我们在本节中概要性介绍一下如何使用辛拓扑中伪全纯曲线模空间的技术

来证明定理B，整个证明的核心是借助自相交数非负的辛嵌入球面，通过其模空

间的拓扑结构来反馈得到原来流形的拓扑结构.
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首先我们可以通过一个简单的实例初步感受一下定理B：

例 1.17 设 Σg ×Σh 带有乘积辛结构，则若其存在辛嵌入球面 S2 ↪→ Σg ×Σh 当且

仅当 gh = 0，也即 g = 0或 h = 0，这里 Σg表示亏格 g的可定向闭曲面.

这是因为我们选取 ω−控制的近复结构，则有联结等式 (adjunction formula，

参考推论2.64)

〈c1(T Σg ×T Σh), [S2]〉= χ(S2)+ [S2] · [S2],

设 [S2] = a[Σg]+b[Σh]，我们有

(2−2g)b+(2−2h)a = 2+2ab, a,b ≥ 0,

利用 S2 与 Σg,Σh 需要正相交可以证明 a,b ≥ 0，从而可知成立 (而此时自动正相

交，因为实际上是复流形与复子流形). 因此可知在平凡曲面丛的情形，若包含

辛嵌入球面，那么只能是直纹面，也即纤维为球面.

若我们加上极小的条件，则可以将定理B做进一步的细化：

定理 C 设 (X ,ω)是闭连通，极小的辛四维流形，且包含一个辛嵌入球面 S ⊂ X

使得

[S] · [S]≥ 0,

则有如下几种可能：

• 若 [S] · [S] = 0，则 (X ,ω)辛同构于一个辛直纹面，且 S可等同成这个辛直

纹面的一根纤维.

• 若 [S] · [S] = 1，则 (X ,ω)辛同构于 (CP2,cωFS)，其中 c > 0为某一常数，且

S可等同成 CP1 ⊂ CP2.

• 若 [S] · [S]> 1，则 (X ,ω)辛同构于以下两者之一：

– (CP2,cωFS)，其中 c > 0为某一常数，

– (S2 ×S2,σ1 ⊕σ2)，其中 σ1,σ2均为 S2上的辛形式.

本文证明上述定理的思路是通过引入更广泛的 Lefschetz纤维与 Lefschetz

铅笔的概念，去证明如下更一般的结果，定理B和C都将是这个结果的快速推论：
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定理 D 设 (X ,ω)为闭连通辛四维流形，且包含辛嵌入球面 S ⊂ X 使得

m := [S] · [S]≥ 0,

则任选 S上 m个不同的点 p1, · · · , pm，我们有 (X ,ω)允许一个辛 Lefschetz铅笔

的结构，且使得 p1, · · · , pm 为基点，S等同成某根光滑纤维，并且不存在奇异纤

维包含多余一个的临界点.

更进一步，允许没有奇异纤维的辛 Lefschetz 铅笔当且仅当 m ∈ {0,1} 且

(X \S,ω)为极小的.

我们现在概要一下定理C的证明思路，证明的核心技术就是引入所谓的伪全

纯曲线：

定义 1.18 设 (Σ, j)为黎曼曲面， j为 Σ上的复结构，(M,J)为 2n维的近复流形，

则称光滑映射 u : Σ → M 为伪全纯 (或 J−全纯)曲线如果其满足如下的非线性

Cauchy-Riemann方程：

u∗ ◦ j = J ◦u∗,

这里 u∗ : T Σ → T M为 u的切映射.

为了将辛嵌入球面的假设划归为伪全纯曲线的问题，如下基本结果 (参考引

理2.6)是这一切的出发点：

• 若 S ⊂ (X ,ω)为辛子曲面当且仅当 T X 存在一个 ω−控制的近复结构 J 使

得 J|T S 为 T S上的近复结构. 从而含入映射 i : S ↪→ X 显然是 J−全纯曲线.

¶ [S] · [S] = 0时

由上述可知存在 ω−控制的近复结构 J 使得 S是一条嵌入 J−全纯球面的

像，这意味着我们有 J−全纯球面的模空间的一个连通分支MS(J)是非空的，

并且实际上我们可以证明：

• 对 J一般扰动后，我们有MS(J)是一个非空的光滑定向 2维流形，且其中

的点均为嵌入 J−全纯球面，并且它们的像在 X 中两两不交，且构成 X 的

一个开子集的叶状结构.

• 若 (X \S,ω)是极小的，那么MS(J)是紧的.
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设

U := {p ∈ X :存在u ∈MS(J)使得p ∈ Imu},

则由上述结构可知 U 为 X 中的开集，并且MS(J)中每点对应的 J−全纯球面的

像构成 U 的一个叶状结构.

由 (X ,ω)极小可知 (X \ S,ω)也是极小的，从而MS(J)是紧的，因此对 U

中任何收敛点列 lim
i→∞

pi = p，设 pi ∈ Imui，则在MS(J)中 lim
i→∞

ui收敛于 u，从而

不难看到 p ∈ Imu，从而 p ∈ U，这表明 U 也为 X 中的闭集.

从而由 X 的连通性可知 U = X，从而MS(J)中点对应的嵌入 J−全纯球面

的像构成了 X 的一个光滑叶状结构. 进而我们可以定义光滑映射

π : X →MS(J), x 7→ ux,

其中 ux 表示MS(J)中唯一一点使得 x ∈ Imux. 容易看到这即一个纤维丛，并且

每根纤维为 (X ,ω)中的嵌入 J−全纯曲线，从而也为一个辛嵌入球面，这意味着

(X ,ω)是一个辛直纹面.

注 1.19 若去掉极小的条件，那么MS(J)不一定是紧的，但是我们会给出一个很

好的紧化MS(J)，相较于原来会增加一些节点曲线，其每条都是由两条横截相

交，且自相交数为 −1的嵌入 J−全纯球面组成. 拓扑上看每条节点曲线恰好对

应着那些 Lefschetz奇异纤维，这也暗示着定理D.

¶ [S] · [S] = 1时

若 S自交数为 1，那么我们仍可以类似选取 ω−控制的近复结构 J，使得 J−

全纯球面的模空间的一个连通分支MS(J)为一个光滑流形，但此时MS(J)不再

是 2维而是 4维，为了继续构造 X 上的叶状结构，我们考虑对模空间增加一定

的约束以降低维数：任选 p ∈ S，则考虑模空间

MS(J; p)

由MS(J)中过 p点的曲线组成，从而可以证明MS(J; p)此时为 2维流形，特别

的若 (X \S,ω)极小，则MS(J; p)也是紧的，且其中点对应的嵌入球面再一次组
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成了 X \{p}上的叶状结构，也即有

π : X \{p}→MS(J; p), x 7→ ux,

并且 p为奇点，因为每根纤维都经过 p.

仔细讨论奇点 p处的结构可以证明MS(J; p)一定微分同胚于 CP1，进而可

证明 X \{p}微分同胚于 CP1上的线丛O(1)，从而可知 X 微分同胚于 CP2，进而

利用Moser形变的技术可以证明 (X ,ω)辛同构于 (CP2,cωFS)对某个常数 c > 0.

¶ [S] · [S]> 1时

设 k := [S] · [S]≥ 2，并且不存在其余辛嵌入球面自交数小于 k(否则我们可以

约化到已经处理过的情形).

我们依然做类似的考量，即考虑约束模空间

MS(J; p1, · · · , pk),

这里 p1, · · · , pk ∈ S为任选的不相同的 k个点，则可以证明此时MS(J; p1, · · · , pk)

仍为一个 2维流形，并且有纤维丛

π : X \{p1, · · · , pk}→MS(J; p1, · · · , pk), x 7→ ux,

并且仍可以分析奇点处的结构来证明MS(J; p1, · · · , pk)微分同胚于 CP1 进而得

到 (X ,ω)上的辛 Lefschetz铅笔的结构，并且没有奇异纤维.

但这是不可能的，因为可以证明 (参考命题3.20)：

• 对闭可定向四维流形，如果其具有 Lefschetz铅笔结构且纤维微分同胚于

S2，那么若至少有两个基点则一定会包含一根奇异纤维.

因此我们知道假设错误，也即若存在自交数 ≥ 2的辛嵌入球面，一定会存

在更小自交数的辛嵌入球面，从而不断约化可知一定有 k ∈ {0,1}.

故我们将此情形划归回了之前讨论过的，因此含糊的讲，我们针对包含辛

嵌入球面的极小辛四维流形给出了一套分类的方案，核心就是借助模空间的拓

扑结构进行讨论.
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在第二章和第三章中铺垫好我们所必要的伪全纯曲线模空间的技术以及

Lefschetz纤维等辛流形构造后，我们会在第四章中给出定理B和D的完整证明.

第三节 Seiberg-Witten不变量与辛四维流形

我们在本节中概述一下在定理B的基础上，如何使用 Seiberg-Witten不变量

这一强大工具证明定理A的，一切实际上归结于证明如下定理，

定理 E 设 (X ,ω)为一个闭连通辛四维流形，若其允许正数量曲率度量则 (X ,ω)

中存在自相交数非负的辛嵌入球面.

如何证明这样的球面存在呢？粗糙地讲，Gromov-Witten不变量 (以后简记

为 GW不变量)就是去数辛流形中伪全纯曲线的条数，因此为说明存在性，某种

意义上我们只需要证明满足某些约束条件的 GW不变量不为 0即可.

但遗憾的是，一般计算 GW不变量是一个十分困难的问题，其往往与一些

计数代数几何的问题密切相关，人们也发明出一些诸如量子上同调以及其它公

理化的办法去尝试计算. 但幸运的是，在四维的时候，C.Taubes证明了[3, 4]
，辛四

维流形的 GW不变量与另一个相对容易计算的不变量——Seiberg-Witten不变量

(以后简记为 SW不变量)基本上是相等的，因此问题划归成证明某些特定的 SW

不变量不为 0即可.

粗糙地讲，SW不变量是定义在光滑四维流形上的一个强大不变量 (如可以

基于此快速得出许多同胚但不微分同胚的四维流形的例子)，其本质上是在数光

滑四维流形上如下 Seiberg-Witten方程的解的个数，


/DAΦ = 0 Dirac方程,

F+
A = σ(Φ) 曲率方程.

一些特定的拓扑条件 (如定理E中涉及的)会告诉我们某些 SW不变量不为 0，因

此结合 Taubes的“SW不变量等于 GW不变量”的大定理，我们便可以找到合

适的伪全纯曲线，假如一开始选取比较好的近复结构，就可以使得找到的也是

想要的辛嵌入球面.
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利用 SW与 GW这两个不变量的密切关系，我们可以按照如下流程得到更

多有趣的辛四维流形结果，

辛假设与拓扑条件⇒ SW 6= 0 SW=GW
=⇒ 全纯曲线存在性⇒分类.

我们将在第五章中给出光滑四维流形上的 Seiberg-Witten不变量的实用性介

绍，在第六章中给出定理E的证明.
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第二章 伪全纯曲线

我们本章主要介绍证明定理B和D所必备的伪全纯曲线模空间的基本技术.

我们会先在前四节介绍最一般的理论，再在最后两节集中精力介绍四维时独有

的特殊结果，如联结不等式和模空间自动横截性等等，特别的，我们将会在最

后一节证明四维辛流形中对于辛嵌入球面的模空间的紧性与紧化定理，这个结

果是证明B的关键.

第一节 近复结构

定义 2.1 设 E → M为秩为 2k的光滑实向量丛，其称为

• 复向量丛如果其上存在复结构J ∈ Γ(End(E))，使得 J2 =−id. 记作 (E,J).

• 辛向量丛如果其上存在辛形式ω，也即对任意 m ∈ M，我们有 (Em,ωm)为

辛向量空间，且 ωm逐纤维光滑变化. 记作 (E,M,ω).

例 2.2 (M,ω)为辛流形，则对M任何辛子流形 S，我们有 (T M,M,ω)，(T M|S,S,ω)，

(T S,S,ω|T S)均为辛向量丛.

定义 2.3 设 (E,M,ω)为辛向量丛，J为 E 上的复结构，则称

• J是ω−控制 (tame)的，如果如果对任意 X ∈ Γ(E)，若 Xm ∈ Em非零，则有

ω(Xm,JXm)> 0.

(E,M,ω)上全体 ω−控制的近复结构构成的集合记为 Jτ(E,ω).

• J是ω−相容 (compatible)的，如果由

gJ(X ,Y ) := ω(X ,JY ), X ,Y ∈ Γ(E),

定义的 gJ 是 E 上的黎曼度量.

(E,M,ω)上全体 ω−相容的近复结构构成的集合记为 J (E,ω).
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注 2.4 对集合 J (E)，Jτ(E,ω)，J (E,ω)，我们赋予C∞−拓扑，也即序列 {Jk} ⊂

J (E)收敛等价于其各阶导数在 M上任意紧子集上一致收敛.

考虑 E = T M 的特殊情形，我们即回到了定义1.13和1.14. 特别的，我们也

有如下定理1.15的推广

定理 2.5 (Gromov) 对辛向量丛 (E,M,ω)，拓扑空间 Jτ(E,ω)与 J (E,ω)均非空

且可缩.

本节的主要结果是证明如下的重要引理，其联系起辛子流形与近复子流形，

引理 2.6 设 (X ,ω)为辛四维流形，S ⊂ X 为光滑 2维子流形，则 S为辛子流形当

且仅当存在 ω−控制的近复结构 J使得 S为 (X ,J)的近复子流形，也即 J|T S为 S

上的近复结构.

证明. 一方面若存在 ω−控制的近复结构 J 使得 J|T S 为 S上的近复结构，则

J(T S) = T S，从而对任意 p ∈ S 以及非零向量 Xp ∈ TpS，由 ω(Xp,JXp) > 0 可

知 {Xp,JXp} 构成 TpS 的一组基，从而也可以知道 ω|T S 上非退化，进而可知

S ⊂ (X ,ω)为辛子流形.

另一方面，若 S为辛子流形，则对任意 p ∈ S，TpS为 TpX 的辛子空间，从

而逐点有辛正交补空间 νpX，结合 Darboux定理可知整体上有分解：

T X |S = T S⊕νS.

注意到秩为 2的实向量丛有结构群 SO(2) ∼= U(1)，因此其上总允许复结构，故

可设 T S,νS上分别有复结构 jτ 和 jν，从而可考虑 T X |S 上近复结构

JS := jτ ⊕ jν ∈ Γ(End(T X |S)) ,

且容易看到由于任意 p ∈ S，ω 在 TpS与 νpS上均非退化，从而任意非零向量

Xp ∈ TpS与 Yp ∈ νpS，我们有

ω(Xp,JSXp) = ω(Xp, jτXP) 6= 0,

ω(Yp,JSYp) = ω(Yp, jνYP) 6= 0,
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从而适当改变 jτ 或 jν 为 − jτ 或 − jν 即可保证 JS 是 ω−控制的.

现在我们有 JS : T M|S → T X |S为 ω−控制的近复结构，我们下面考虑其延拓

到全体 M上. 注意到我们有

π : Jτ(X ,ω)→ M,

其中对任意 m ∈ X，π−1(m)表示全体 TmX 上 ωm−控制的近复结构，由 Darboux

定理可知其满足局部平凡化进而是一个纤维丛，且其整体截面构成的空间即为

Jτ(X ,ω).

任取 J0 ∈ Jτ(X ,ω)，也即 J0 : X → Jτ(X ,ω)，从而有 J0|S : S → Jτ(X ,ω)也为

T X |S 上的一个 ω−控制的近复结构，也即

JS,J0|S ∈ Jτ(T M|S,ω),

而由 Gromov 的定理2.5可知 Jτ(T X |S,ω) 是可缩的进而道路连通，因此在

Jτ(T X |S,ω) 中连接 J0|S 与 JS 的一条光滑道路对应于一个保持纤维的光滑同

伦映射

H : S× [0,1]→ Jτ(X ,ω),

其中 H(·,0) = J0|S，H(·,1) = JS.

注意到 S为 X 的子流形，从而 (X ,S)为 CW偶，因此 i : S ↪→ X 满足”同伦

扩张性质“(HEP，参考 [5])，也即存在保持纤维的光滑映射

H̃ : X × [0,1]→ Jτ(X ,ω)

使得如下图表2.1可交换，其中 ι0表示嵌入到 ·×{0}分量：

故取 J := H̃(·,1) : M → Jτ(M,ω)则为 M上一个 ω−控制的近复结构，且由

H̃ ◦ (i× id) = H，以及 H(·,1) = JS 可知 J|S = JS，综上我们完成了证明. □
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S S × [0, 1]

Jτ (X,ω)

X X × [0, 1]

ι0

i i×id

H

ι0

J0

∃ H̃

图 2.1 HEP性质

第二节 伪全纯曲线

定义 2.7 设 (Σ, j)为黎曼曲面， j为 Σ上的复结构，(M,J)为 2n维的近复流形，

则称光滑映射 u : Σ → M 为伪全纯 (或 J−全纯)曲线如果其满足如下的非线性

Cauchy-Riemann方程：

u∗ ◦ j = J ◦u∗,

这里 u∗ : T Σ → T M为 u的切映射.

注 2.8 熟知曲面上的近复结构都是可积的 (此时 Nijenhuis张量恒为 0)，从而由

引理2.6可知 (S,T M|S)为黎曼曲面，进而不难看到存在 ω−控制的近复结构 J使

得 J|T S 为 S上的近复结构等价于有嵌入映射 i : S ↪→ M为 J−全纯的.

回忆设 (Σ, j)与 (Σ′, j′)为两个闭连通黎曼曲面，则任意全纯映射

φ : (Σ, j)→ (Σ′, j′)

总是一个分歧覆盖，分歧数记为 deg(φ) ∈ N，其中更具体的：

• 若 deg(φ) = 0，则 φ 为常值映射；

• 若 deg(φ) = 1，则 φ 为双全纯同构；

• 若 deg(φ) =: k ≥ 2 则 φ 是一个分歧覆盖，也即除有限个点 (称为分歧

点)外 φ 为覆叠映射，且在分歧点附近有全纯坐标使得 φ(z) = zl，这里

l ∈ {2, · · · ,k}.

容易注意到若有 φ : (Σ, j)→ (Σ′, j′)全纯，且 u′ : (Σ′, j′)→ (M,J)是 J−全纯的，
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那么对

u := u′ ◦φ : (Σ, j)→ (M,J),

我们有

u∗ ◦ j = u′∗ ◦φ∗ ◦ j = u′∗ ◦ j′ ◦φ∗ = J ◦u′∗ ◦φ∗ = J ◦u∗,

从而可知复合映射 u也是 J−全纯的，其中用到了 φ 全纯则 φ∗ ◦ j = j′ ◦φ∗.

这启发我们定义：

定义 2.9 设 u : (Σ, j)→ (M,J)和 u′ : (Σ′, j′)→ (M,J)为两条 J−全纯曲线，若存

在全纯映射 φ : Σ → Σ′使得 k := deg(φ)≥ 2，且 u = u′ ◦φ，则称 u是 u′的k−重

覆叠 (k−multiply covered). 同时，如果伪全纯曲线 u不能实现成其它曲线的多重

覆叠，则称其为单 (simple)的.

定义 2.10 光滑映射 u : Σ → M 称为某处单射 (somewhere injective)的，如果存

在一点 z ∈ Σ使得 u∗,z : TzΣ → Tu(z)M 为单射，且 u−1(u(z)) = {z}，我们称这样

的点 z 为单射点 (injective point). 若 z 处有 u∗,z 不为单射，则称 z 为非浸入点

(non-immersed point).

注 2.11 若 u为 J−全纯曲线，且 z非浸入，从而 u∗,z不为单射，也即存在 a∂x+b∂y

使得 u∗,z(a∂x +b∂y) = 0，注意到 ∂y = j(∂x)，从而可知 (a+bJ)◦u∗,z(∂x) = 0，注

意到对 a,b不全为 0时，a+bJ总是可逆的，因为此时方程

ax−by = 1

bx+ cy = 0
总有解

(c,d)(行列式 a2+b2 6= 0)，则 c+dJ为其逆，从而 u∗,z(∂x) = 0，同理有 u∗,z(∂y) = 0.

综上对伪全纯曲线 u，z为其非浸入点当且仅当 u∗,z = 0，也即 (du)z = 0.

基本的事实是：

命题 2.12 设 (Σ, j)为闭连通黎曼曲面，u : (Σ, j)→ (M,J)为 J−全纯曲线，则以

下条件等价：

1. u是单的；

2. u是某处单射的；

3. u只有至多有限个自交点与非浸入点.

更进一步，若 u不单，则要么 u为常值映射，要么是其它单全纯曲线的 k−重覆

盖，其中 k ≥ 2，且记其覆盖重数为 k.
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注 2.13 拓扑的看，对伪全纯球面 u : Σ → M，其覆叠的单全纯曲线 u′ : Σ′ → M

也为球面：考虑 φ : Σ → Σ′ 为对应的非常值全纯映射，从而 deg(φ) > 0，则

φ∗[Σ] = deg(φ) · [Σ′] 6= 0 ∈H2(Σ′)，但注意到 Σ ∼= S2单连通，若 Σ′不为球面，则有

万有覆叠 R2，从而 φ 可以提升到 φ̃ : Σ →R2，故可知 φ 可缩，这表明 φ∗[Σ] = 0，

矛盾！

定义 2.14 设 (M,ω)为辛流形，J 为 ω−控制的近复结构，则对于 J−全纯曲线

u : Σ → M，我们定义其能量为

E(u) :=
∫

Σ
u∗ω.

注 2.15 由 J是 ω−控制的，我们有

u∗ω(∂x,∂y) = ω(u∗(∂x),u∗ ◦ j(∂x))

= ω(ux,J(ux))≥ 0,

从而 E(u)≥ 0恒成立，并且 E(u) = 0当且仅当 ux = uy = 0，也即 u为常值映射.

命题 2.16 设 (M,ω)为辛流形，J 为 ω−控制的近复结构，则对于 J−全纯曲线

u : Σ → M，其为常值映射当且仅当 [u] := u∗[Σ] = 0 ∈ H2(M).

定义 2.17 设 (Σ, j)为黎曼曲面，Θ := (z1, · · · ,zm)为 Σ上 m个互不相同的点，称

(Σ, j,Θ)为标记黎曼曲面，其自同构群定义为

Aut(Σ, j,Θ) := {φ : (Σ, j)→ (Σ, j)为双全纯同构 | φ|Θ = id}.

例 2.18 我们来看一些简单的情形，考虑 S2 = Ĉ，即扩展复平面，则

• Aut(S2, i)∼=
{

φ(z) =
az+b
cz+d

∣∣∣∣a,b,c,d ∈ C,ad −bc = 1
}
∼= PSL(2,C).

• Aut(S2, i,(∞))∼= Aut(C, i)∼= {φ(z) = az+b}.

• Aut(S2, i,(0,∞)) = {φ(z) = az}.

注 2.19 一个经典的结果 (Hurwitz,1893)是，对于 g ≥ 2的紧黎曼曲面，则其自同

构群是有限群，并且阶数不超过 84(g−1).
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定义 2.20 设 u : (Σ, j)→ (M,J)为 J−全纯曲线，Θ := (z1, · · · ,zm)为 Σ上 m个互

不相同的点，则定义 u的自同构群为

Aut(u) := Aut(Σ, j,Θ,u) := {φ ∈ Aut(Σ, j,Θ) | u◦φ = u}.

命题 2.21 设 u : (Σ, j)→ (M,J)为 J−全纯曲线，若 u为某处单射 (或为嵌入)的，

那么其自同构群总是平凡的.

证明. 设 ψ 为 u的一个自同构，那么若 ψ 6= id，则存在 p 6= q ∈ Σ使得 ψ(p) = q，

则存在 p的开邻域U，及 q开邻域 V = ψ(U)使得两者不交，注意到任意 z ∈U，

有 u(z) = u(ψ(z))，且 ψ(z) 6= z，这表明 u有无穷多个自交点，这与命题2.12，某

处单射的等价刻画 (只有至多有限个自交点和非浸入点)矛盾！ □

注 2.22 进一步可以证明，若覆盖重数为 k，则对任意标记点集Θ，有Aut(Σ, j,Θ,u)

是有限群且阶数不超过 k.

第三节 伪全纯曲线的模空间

2.3.1 模空间初探

定义 2.23 设 (M,J)为 2n维近复流形，固定整数 m,g ≥ 0以及同调类 A ∈ H2(M)，

则我们定义带 m个标记点的亏格 g同调于 A的无参数 J−全纯曲线模空间为

Mg,m(A;J) := {(Σ, j,u,(ζ1, · · · ,ζm))}
/
∼,

其中

• (Σ, j)为亏格 g的闭连通黎曼曲面；

• u : (Σ, j) → (M,J)为伪全纯曲线，且同调类为 A，也即 [u] := u∗[Σ] = A ∈

H2(M)；

• (ζ1, · · · ,ζm)为 Σ上 m个不同点组成的有序集；

• (Σ, j,u,(ζ1, · · · ,ζm)) ∼ (Σ′, j′,u′,(ζ ′
1, · · · ,ζ ′

m)) 当且仅当存在双全纯同构 φ :

(Σ, j)→ (Σ′, j′)使得 u = u′ ◦φ，以及对任意 i = 1, · · · ,m，φ(ζi) = ζ ′
i .
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注 2.24 最后一条等价关系可知，模空间中的元素均可表示成

[(Σ, j′,u′,(ζ1, · · · ,ζm))],

也即 Σ与其上的标记点固定，变动的是 j′与 u′，( j,u)∼ ( j′,u′)当且仅当存在双

全纯同构 ψ : (Σ, j)→ (Σ, j′)保持 m个标记点不动，且 u = u′ ◦ψ .

记号：我们习惯记

• Mg,m(J) :=
⋃

A∈H2(M)

Mg,m(A;J).

• Mg(A;J) :=Mg,0(A;J)，Mg(J) :=Mg,0(J).

定义 2.25 我们可以按如下收敛方式定义Mg,m(J)上的拓扑：

[((
Σk, jk,uk,

(
ζ (k)

1 , · · · ,ζ (k)
m

)))]
→ [(Σ, j,u,(ζ1, · · · ,ζm))] ∈Mg,m(J)

当且仅当存在代表元

((
Σk, jk,uk,

(
ζ (k)

1 , · · · ,ζ (k)
m

)))
∼ (Σ, j′k,u

′
k,(ζ1, · · · ,ζm)),

且有 { j′k}在 Γ(End(T Σ))上C∞收敛于 j，以及 {u′k}在C∞(Σ,M)中C∞收敛于 u.

容易看到，进一步可在Mg,m(A;J)上定义子空间拓扑.

定义 2.26 我们用

M∗
g,m(A;J)⊆Mg,m(A;J), M∗

g,m(J)⊆Mg,m(J),

表示由全体 [(Σ, j,u,(ζ1, · · · ,ζm))]有代表元 u : Σ → M 为某处单射的曲线组成的

子集.

注 2.27 容易看到 (Σ, j,u,(ζ1, · · · ,ζm)) ∼ (Σ′, j′,u′,(ζ ′
1, · · · ,ζ ′

m))，若 u为某处单射

的，那么 u′也是某处单射的.

注 2.28 M∗
g,m(A;J)总是Mg,m(A;J)中的开集，这是因为考虑 u ∈M∗

g,m(A;J)，则

存在单射点 z，使得 (du)z 6= 0，且 u−1(u(z)) = {z}，则现在对任何 u′ 与 u若 C∞

近，那么由连续性可知 (du′)z 6= 0，并且 (u′)−1(u′(z)) = {z}.
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定义 2.29 我们有如下良定义的连续赋值映射

ev = (ev1, · · · ,evm) : Mg,m(J)→ Mm

[Σ, j,u,(ζ1, · · · ,ζm)] 7→ (u(ζ1), · · · ,u(ζm)).

定义 2.30 我们定义模空间Mg,m(A;J)的虚拟维数为

vir−dim Mg,m(A;J) := (n−3)(2−2g)+2c1(A)+2m,

其中 c1(A) := 〈c1(T M,J),A〉.

定义 2.31 设 u : Σ → M为任意连续映射，我们定义 u的指标为

ind(u) := (n−3)χ(Σ)+2c1([u]).

注 2.32 容易看到设 u为Mg,m(A;J)中元素的代表类，则有

vir−dim Mg,m(A;J) = ind(u)+2m.

粗糙的看 ind(u)相当于Mg(A;J)的虚拟维数，每当增加一个标记点，对等价关

系的要求就升高了 (商去的部分增加一个约束条件)，进而模空间就会相对增加

复 1维.

我们下面开始简单讨论一下模空间的局部结构，我们希望其能是流形，因

此我们就可以借这个对象反过来得到 M上的一些信息.

考虑 Banach空间

B := {( j,u) : j为Σ上的复结构,u : Σ → M},

其中 u具有W k,p或 Hölder正则性，我们这里不讨论具体的分析细节.

考虑 B上的 Banach向量丛 E → B，其中在点 ( j,u)上的纤维为

E( j,u) := Γ
(
HomC ((T Σ, j),(u∗T M,J)) ,Σ

)
,
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也即由全体复反线性丛映射 (T Σ, j)→ (u∗T M,J)组成，也即 F : T Σ → u∗T M 使

得 F ◦ j =−J ◦F，其中我们也考虑适当的 Sobolev完备化.

例 2.33 我们有 Cauchy-Riemann算子

∂ J : B → E , ( j,u) 7→ u∗+ J ◦u∗ ◦ j,

这是因为 (u∗+ J ◦u∗ ◦ j)◦ j = u∗ ◦ j− J ◦u∗ =−J ◦ (u∗+ J ◦u∗ ◦ j).

因此 Cauchy-Riemann算子 ∂̄J 为 E → B的一个整体截面，且不难看到 ( j,u)

为 J全纯曲线当且仅当 ( j,u) ∈ ∂−1
J (0)，也即落在截面的零点集中.

现在考虑 ∂ J 的线性化

∂ J∗,( j,u) : T( j,u)B → T∂ J( j,u)E ,

回忆对于向量丛 E → B以及截面 s，我们有 Ts(p)E = TpB×Ep，并且 s∗,p向第一

个分量的投影为 id，因此我们总可以将其视为到 Ep的映射，因此为了方便起见，

我们总是考虑

∂ J∗,( j,u) : T( j,u)B → E( j,u).

由椭圆算子的正则性理论，我们有 ∂ J∗,( j,u) : T( j,u)B → E( j,u) 是两个 Banach

空间之间的 Fredholm算子，并且有对应的 Fredholm指标，利用 Riemann-Roch

定理可以证明其指标

ind
(

∂ J∗,( j,u)

)
= ind(u).

粗糙的看，模空间可以看成是 ∂−1
J (0)/∼，而对这种空间的流形结构，我们有隐

函数定理，因此如果 ∂ J∗,( j,u) 为满射，则由隐函数定理可知 ( j,u)的局部可以和

ker∂ J∗,( j,u) 这个有限维线性空间等同起来，并且由满射可知其维数即为 ∂ J∗,( j,u)

的 Fredholm算子指标，也即 ind(u). 这启发我们定义：

定义 2.34 我们称曲线 u ∈ Mg,m(A;J) 是 Fredholm 正则的，如果线性化算子

∂ J∗,( j,u) : T( j,u)B → E( j,u)是满射.
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注意到局部上在 u处模空间Mg,m(A;J)和 ∂−1
J (0)相差自同构群

Aut(Σ, j,u,(ζ1, · · · ,ζm)).

因此结合上述讨论我们有

定理 2.35 我们记Mreg
g,m(A;J) ⊆Mg,m(A;J)由 Fredholm正则且自同构群平凡的

曲线组成，则Mreg
g,m(A;J)是一个有限维可定向光滑流形，且

dimMreg
g,m(A;J) = vir−dim Mg,m(A;J).

但遗憾的是上述定理并不实用，因为判断一个伪全纯曲线是否是 Fredholm

正则的是一个并不容易的事情，但注意到在一点处 ∂ J 的线性化满射等价于

∂ J(B) ⋔ B,

也即两者横截相交，而横截相交具有广泛性，也即容易扰动满足，而在此情境

下，最自然可供扰动的选择就是近复结构了，这启发我们定义：

定义 2.36 设 (M,ω)为 2n维辛流形，U ⊆ M为具有紧闭包的开集，J0 ∈ Jτ(M,ω)

为 ω−控制的近复结构，则定义 Jτ(M,ω)的子集：

Jτ(M,ω;U ,J0) = {J ∈ Jτ(M,ω)|J = J0 on M \U}.

注 2.37 实际上更常用的，我们会取 U = M，从而 Jτ(M,ω;U ,J0) = Jτ(M,ω).

现在固定 g,m ≥ 0，A ∈ H2(M)，我们记

J reg
τ (M,ω,g,m,A;U ,J0)

表示全体 J ∈ Jτ(M,ω;U ,J0)，使得任意 u ∈Mg,m(A;J)，其存在单射点在 u下的

像落在 U 中，且是 Fredholm正则的.

注 2.38 回忆对于某处单射的伪全纯曲线，其只有至多有限个自交点和非浸入点，
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因此结合 U 是开集可知对某处单射的伪全纯曲线 u，只要 Im(u)∩U 非空那么一

定存在单射点在 u下的像落在 U 中.

例 2.39 J reg
τ (M,ω,g,m,A) := J reg

τ (M,ω,g,m,A;M,J0)表示全体 ω−控制的近复

结构 J，使得任意某处单射的 u ∈Mg,m(A;J)，有 u是 Fredholm正则的.

尽管上述集合看起来要求十分苛刻，但可以证明其实际上在 Jτ(M,ω;U ,J0)

中为第一纲集的补集 (comeager set)！更精准的，我们有如下扰动横截定理：

定理 2.40 (扰动横截) 设 (M,ω) 为 2n 维辛流形，U ⊆ M 为具有紧闭包的开集，

J0 ∈ Jτ(M,ω) 为 ω− 控制的近复结构，固定 g,m ≥ 0，A ∈ H2(M)，则对任

何 J ∈ Jτ(M,ω;U ,J0)，其允许 C∞− 小的扰动得到 J′ ∈ Jτ(M,ω;U ,J0)，使得

J′ ∈ J reg
τ (M,ω,g,m,A;U ,J0)，也即对任何 u ∈Mg,m(A;J)，若存在单射点在 u下

的像落在 U 中，则 u是 Fredholm正则的.

上述定理给了一个很好产生 Fredholm 正则曲线的方案，也即一般性

(generically)的选取一个近复结构，那么其上满足一定条件的某处单射性曲线自

动是 Fredholm正则的！

现在特别的，结合 Fredholm正则曲线处邻域具有光滑流形结构，以及某处

单射曲线的自同构群是平凡的，我们得到了如下一个十分实用的推论：

推论 2.41 设 (M,ω)为闭辛流形，则对一般性 (generic)的 ω−控制的近复结构

J，我们有

M∗
g,m(A;J) := {u ∈Mg,m(A;J) : u某处单射}

是一个可定向光滑流形，且维数为

(n−3)(2−2g)+2c1(A)+2m.

注意到上述维数为 ind(u)+2m，因此若此为负则代表为空集，因此这可以

给出一个伪全纯曲线存在的障碍：

推论 2.42 设 (M,ω)为闭辛流形，则对一般性的 ω−控制的近复结构 J，若对

g ≥ 0与 A ∈ H2(M)满足 (n−3)(2−2g)+2c1(A)< 0，则不存在某处单射的伪全

纯曲线 u : Σ → M，使得 χ(Σ) = 2−2g且 [u] = A.
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2.3.2 单参数模空间

现在我们对之前的讨论做一点小小的推广，考虑一族光滑单参数辛结构

{ωs}s∈[0,1]，则我们可以类似定义：

• Jτ(M,{ωs})表示全体光滑单参数近复结构 {Js}s∈[0,1]，使得对任意 s ∈ [0,1]，

有 Js ∈ Jτ(M,ωs)，也即 Js是 ωs−控制的.

我们仍然可以赋予其C∞−拓扑，则仍然可以证明其是非空且可缩的.

类似地我们记 Jτ(M,{ωs};J,J′) := {{Js} ∈ Jτ(M,{ωs}|J0 ≡ J,J1 ≡ J′}，则

其也是非空且可缩的.

• 给定一族 {Js} ∈ Jτ(M,{ωs})，则定义单参数模空间为

Mg,m(A;{Js}) = {(s,u)|s ∈ [0,1],u ∈Mg,m(A;Js)},

并且记

Mg,m({Js}) :=
⋃

A∈H2(M)

Mg,m(A;{Js}).

其上赋予拓扑：(sk,uk)收敛于 (s,u)当且仅当 sk → s且 uk → u.

• 我们类似可以考虑开子集

M∗
g,m(A;{Js})⊆Mg,m(A;{Js}), M∗

g,m({Js})⊆Mg,m({Js}),

其由 (s,u)组成，这里 u是某处单射的.

和上一小节提到的 Fredholm正则结构定理2.35和无参数模空间扰动横截定

理2.40的讨论一样，我们也有如下单参数版本的定理，

定理 2.43 设M为闭流形，且具有一族光滑的辛结构 {ωs}s∈[0,1]，J ∈J reg
τ (M,ω0)，

现在对任意 g,m ≥ 0与 A ∈ H2(M)，我们记

Mreg
g,m(A;{Js})⊆Mg,m(A;{Js})

表示全体 {(u,s)|u ∈Mreg
g,m(A;Js)}，也即 u是 Fredholm正则的且自同构群平凡，
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则Mreg
g,m(A;{Js})具有光滑带边流形结构，且其边界为

−
(
{0}×Mreg

g,m(A;J0)
)
∪
(
{1}×Mreg

g,m(A;J1)
)
.

并且投影映射

Mreg
g,m(A;{Js})→ [0,1], (s,u) 7→ s

为淹没.

定理 2.44 (扰动横截) 设M为闭流形，且具有一族光滑的辛结构 {ωs}s∈[0,1]，J ∈

J reg
τ (M,ω0)，J′ ∈J reg

τ (M,ω1). 现在对任意 g,m≥ 0与A∈H2(M)，Jτ(M,{ωs};J,J′)

包含一个补集是第一纲集 (comeager)的集合

J reg
τ (M,{ωs};J,J′)⊆ Jτ(M,{ωs};J,J′)

使得对任何 {Js} ∈ J reg
τ (M,{ωs};J,J′)，我们有

1. M∗
g,m(A;{Js})具有光滑带边流形结构，维数为

dimM∗
g,m(A,J0)+1,

且其边界为

−
(
{0}×M∗

g,m(A;J0)
)
∪
(
{1}×M∗

g,m(A;J1)
)
.

2. 投影映射

M∗
g,m(A;{Js})→ [0,1], (s,u) 7→ s

的临界点落在 (0,1)中.

利用上述定理，我们可以类似得到伪全纯曲线存在性的一个障碍：

推论 2.45 设 M 为闭流形，且具有一族光滑的辛结构 {ωs}s∈[0,1]，则对一般性的

一族 {Js} ∈ Jτ(M,{ωs})，若 u满足对任意 s ∈ [0,1]，其均是 Js−全纯的，则可知

ind(u)+1 ≥ 0.
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2.3.3 带标记点限制的模空间

现在我们做更一般的考虑，也即如第一章中所提到的，考虑带约束条件的

那些伪全纯曲线，因为一般而言伪全纯曲线是足够多的，但为了方便使用，我

们只想考虑那么经过一些给定点的曲线，这启发我们做如下考虑：

设M为 2n维光滑闭流形，且固定辛结构ω，或者一族光滑辛结构 {ωs}s∈[0,1]，

回忆我们有赋值映射

ev = (ev1, · · · ,evm) : Mg,m(J)→ Mm

[Σ, j,u,(ζ1, · · · ,ζm)] 7→ (u(ζ1), · · · ,u(ζm)).

固定 Mm中的光滑子流形 Z，则我们

• 对 J ∈ Jτ(M,ω)，定义

Mg,m(A;J;Z) := ev−1(Z)⊆Mg,m(A;J),

以及

Mg,m(J;Z) :=
⋃

A∈H2(M)

Mg,m(A;J;Z),

换言之，Mg,m(J;Z)中的元素可被表示成 J−全纯曲线 u : Σ → M且标记点

ζ1, · · · ,ζm ∈ Σ满足

(u(ζ1), · · · ,u(ζm)) ∈ Z ⊆ Mm.

类似地，我们考虑

M∗
g,m(A;J;Z)

是由 Mg,m(A;J;Z) 中可被某处单射的曲线代表的元素组成，则其是

Mg,m(A;J;Z)中的开子集.

我们称 u ∈Mg,m(A;J;Z)是 Fredholm正则的，如果 u是 ev与 Z 的一个横

截相交点.
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• 对 {Js} ∈ Jτ(M,{ωs})，定义

Mg,m(A;{Js};Z) = {(s,u)|s ∈ [0,1],u ∈Mg,m(A;Js;Z)},

以及

Mg,m({Js};Z) :=
⋃

A∈H2(M)

Mg,m(A;{Js};Z).

类似地，我们考虑

M∗
g,m(A;{Js};Z)

是由Mg,m(A;{Js};Z) 中可被某处单射的曲线代表的元素组成，则其是

Mg,m(A;{Js};Z)中的开子集.

注 2.46 最常用的特殊情形是给定 M上的 m个点 p1, · · · , pm，选取单元素集

Z = {(p1, · · · , pm)},

则此时

Mg,m(A;J; p1, · · · , pm) :=Mg,m(A;J;Z) = ev−1(p1, · · · , pm)

中的元素可被 J−全纯曲线 u表示，且对标记点 ζ1, · · · ,ζm，满足

u(ζi) = pi, ∀i = 1, · · · ,m.

粗糙的看，若 ev 与 Z 横截相交，则Mg,m(A;J;Z) 是光滑流形，且其在

Mg,m(A;J)中的余维数等于 Z在 Mm中的余维数，这启发我们定义：

vir−dimMg,m(A;J;Z) := vir−dimMg,m(A;J)− codimMmZ.
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例 2.47 对 Z = {(p1, · · · , pm)}，则有

vir−dimMg,m(A;J; p1, · · · , pm) = vir−dimMg,m(A;J)−2nm

= (n−3)(2−2g)+2c1(A)−2m(n−1)

= ind(u)−2m(n−1).

类似于之前无/单参数模空间的扰动横截定理2.40和2.44，我们有如下约束

问题的扰动横截性定理：

定理 2.48 (约束问题的扰动横截) 给定整数 g,m ≥ 0，闭 2n维光滑流形 M，以及

A ∈ H2(M)，与 Mm的子流形 Z，则

• 若 ω为M上的辛形式，则存在 Jτ(M,ω)的第二纲子集 J reg
τ (M,ω;Z)，使得

对任意 J ∈J reg
τ (M,ω;Z)，有Mg,m(A;J;Z)中的某处单射曲线均是 Fredholm

正则的.

特别的，一般性地选取 ω−控制的近复结构 J，有M∗
g,m(A;J;Z)为定向光

滑流形，且维数为 vir−dimMg,m(A;J;Z).

• 若 {ωs}s∈[0,1] 为 M 上一族光滑辛形式，则对 J ∈ J reg
τ (M,ω0;Z) 与 J′ ∈

J reg
τ (M,ω1;Z)，存在 Jτ(M,{ωs};J,J′)的第二纲子集 J reg

τ (M,{ωs};J,J′)使

得对任意 {Js} ∈ J reg
τ (M,{ωs};J,J′)，有

M∗
g,m(A;{Js};Z)

定向光滑带边流形，且具有边界

−
(
{0}×M∗

g,m(A;J0;Z)
)
∪
(
{1}×M∗

g,m(A;J1;Z)
)
,

并且投影映射

M∗
g,m(A;{Js};Z)→ [0,1], (s,u) 7→ s

的临界点落在 (0,1)中.

仍然类似地，我们可以利用上述结果得到约束问题伪全纯曲线存在性的一
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个障碍：

推论 2.49 固定 2n维光滑流形 M，以及其上 m个点 p1, · · · , pm，整数 g,m ≥ 0和

A ∈ H2(M)，则

• 若 ω 为 M 上的辛形式，则对一般性的 J ∈ Jτ(M,ω)，若M∗
g,m(A;J;Z)非

空，则有

(n−3)(2−2g)+2c1(A)≥ 2m(n−1).

• 若 {ωs}s∈[0,1] 为 M 上一族光滑辛形式，则对一般性的 J ∈ J reg
τ (M,ω0;Z)，

J′ ∈J reg
τ (M,ω1;Z)和 {Js} ∈ Jτ(M,{ωs};J,J′)，若M∗

g,m(A;{Js};Z)非空，则

有

(n−3)(2−2g)+2c1(A)≥ 2m(n−1)−1.

第四节 Gromov紧化与节点曲线

一般而言，无论是从计数角度出发 (如定义 Gromov-Witten不变量)，或者是

讨论拓扑性质 (如我们在第一章第二节中提到的)，我们总会希望模空间是紧的，

但这并不总成立，如我们这里考虑的伪全纯曲线模空间，但值得一提的是，我们

将在第五章介绍的 Seriberg-Witten模空间却总是紧的，因此这也能一窥 SW理

论相较于 GW理论的简便使用性.

本节我们主要介绍伪全纯曲线模空间的紧化，并讨论紧化后我们会多出些

什么.

粗糙的讲模空间Mg,m(A;J)之所以不紧，是因为一列 J−全纯曲线会退化

成一些不光滑的对象，也即节点曲线，因此我们自然把它们收集起来，得到其

如下由节点曲线组成的Mg,m(A;J).

定义 2.50 设 (M,J)为 2n维近复流形，固定整数 m,g ≥ 0以及同调类 A ∈ H2(M)，

则我们定义带 m个标记点的算术亏格 g同调于 A的无参数节点 J−全纯曲线模

空间为

Mg,m(A;J) := {(S, j,u,(ζ1, · · · ,ζm),∆)}
/

∼,

其中
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• (S, j)为闭 (但未必连通)的黎曼曲面，且设有连通分支 S1, · · · ,Sp.

• u : (S, j)→ (M,J)为 J−全纯曲线，且有

[u] :=
p

∑
i=1

u∗[Si] = A ∈ H2(M).

• (ζ1, · · · ,ζm)为 Σ上 m个不同点组成的有序集.

• ∆ = {{ẑ1, ž1}, · · · ,{ẑr, žr}}为由 S上的点组成的有限无序点对构成的无序集

合，且使得 ẑ1, ž1, · · · , ẑr, žr,ζ1, · · · ,ζm互不相同，以及

u(ẑi) = u(ži), ∀i = 1, · · · ,r.

我们称 {ẑi, ži} ∈ ∆为节点.

图 2.2 节点曲线示意图
[6]

• 算术亏格为 g是指：考虑在 S中去掉 ẑi, ži 的小圆盘邻域，得到带边曲面，

且边界为圆周 Ĉi,Či，接着考虑将 Ĉi与 Či粘贴起来，得到连通闭曲面 Ŝ且

其亏格为 g.

容易看到，将 Ŝ中上述曲线捏成一点，则可以借助 u得到连续映射 û : Ŝ→M.

• (S, j,u,(ζ1, · · · ,ζm),∆)∼ (S′, j′,u′,(ζ ′
1, · · · ,ζ ′

m),∆′)如果对∆′= {{ẑ′1, ž
′
1}, · · · ,{ẑ′r, ž

′
r}}，

存在双全纯同构 φ : (S, j)→ (S′, j′)使得对任意 i = 1, · · · ,m，有 φ(ζi) = ζ ′
i，

对任意 i = 1, · · · ,r，有 φ(ẑi) = ẑ′i以及 φ(ži) = ž′i.

我们记：

• Mg,m(J) :=
⋃

A∈H2(M)

Mg,m(A;J).
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图 2.3 节点曲线的算术亏格
[6]

• 对无标记点的情形有Mg(A;J) :=Mg,0(A;J)以及Mg(J) :=Mg,0(J).

尽管可以证明一列伪全纯曲线收敛的极限确实落在Mg,m(A;J)中，但这个

空间在自然的 C∞−拓扑下却并不一定是 Hausdorff的，也即收敛的极限并不一

定唯一，因此 Kontsevich提出了如下稳定曲线定义来弥补这一缺陷：

定义 2.51 一条节点曲线 (S, j,u,(ζ1, · · · ,ζm),∆)称为稳定的，如果在 S上移除所

有标记点 ζ1, · · · ,ζm 和节点 ∆得到的穿孔曲面 Ṡ，满足任何使得 u限制在其上为

常值的 Ṡ的连通分支均具有负欧拉示性数.

回忆对于辛流形 (M,ω)，以及 ω−控制的近复结构 J，我们定义闭 J−全纯

曲线 u : Σ → M的能量为

Eω(u) :=
∫

Σ
u∗ω.

现在我们可以开始陈述 Gromov紧性定理：

定理 2.52 (Gromov紧性定理) 设 M 为闭流形，且有一列 C∞−收敛于辛形式 ω

的辛形式 {ωk}，以及一列 C∞−收敛于 J ∈ Jτ(ω)的近复结构 Jk ∈ Jτ(ωk). 现在

考虑 uk ∈Mg,m(Jk)为一列非常值的伪全纯曲线，且满足存在常数C > 0使得

Eωk(uk)≤C, ∀ k,

从而存在 {uk}的子列收敛于Mg,m(J)的一条稳定节点曲线.

注 2.53 这里我们称一列 [(Σk, jk,uk,(ζ
(k)
1 , · · · ,ζ (k)

m ))] ∈Mg,m(Jk)收敛于

[(S, j,u,(ζ1, · · · ,ζm),∆)] ∈Mg,m(A;J)
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是指对 Ŝ，存在微分同胚 φk : Ŝ → Σk 使得 φk(ζi) = ζ (k)
i ，且 uk ◦φk 在C0(Ŝ,M)和

C∞
loc(Ŝ\C,M)中收敛到 û. 这里C = ∪(Ĉi ∪Či).

第五节 四维辛流形的伪全纯曲线模空间

伪全纯曲线理论在四维时有许多特殊的美妙性质，我们将在这一节介绍对

应的结果，这些将会是我们证明主定理的关键原料.

在本节中，我们总假设 (X ,J)是实 4维的近复流形.

2.5.1 自动横截性

与一般维数不同，我们并不需要扰动近复结构，只需要对曲线本身指标做

一定限制就可以保证横截性，也即：

定理 2.54 ([7]) 设 (X ,J)为四维近复流形，则对浸入 J−全纯曲线 u : Σ → X，若

ind(u)> 2g−2，则 u是 Fredholm正则的，这里 g为 Σ的亏格.

注 2.55 回忆 ind(u)= (2−3)(2−2g)+2c1([u])，因此上述条件也等价于 c1([u])> 0.

推论 2.56 在任何四维近复流形中，任意浸入伪全纯球面若有指标非负，则是

Fredholm正则的.

更一般的，上述推论对约束问题也有类似的结果：

定理 2.57 设 (X ,J) 为四维近复流形，p1, · · · , pm ∈ X 为任意 m ≥ 0 个点，若

u∈M0,m(J; p1, · · · , pm)为浸入 J−全纯球面，且满足 ind(u)≥ 2m，则 u是Fredholm

正则的.

注 2.58 回忆 vir−dimM0,m(J; p1, · · · , pm) = ind(u)−2m(2−1)，从而上述条件等

价于约束模空间虚拟维数非负.

2.5.2 正相交与联结不等式

回忆对于复流形中的两个维数互补的复子流形，因为复流形具有天然的标

准定向，我们知道其交点永远是正的，对于四维近复流形，我们也有类似的结

果：
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定理 2.59 (正相交定理，[8]) 设 (X ,J)为四维近复流形且 u : Σ → X 与 v : Σ′ → X

均为闭连通 J−全纯曲线且像不重合，则 u,v只有有限个交点，并且

[u] · [v]≥ #{(z,w) ∈ Σ×Σ′|u(z) = v(w)},

并且取等当且仅当所有交点是横截的. 特别的，

• [u] · [v] = 0当且仅当 Imu与 Imv不交.

• [u] · [v] = 1当且仅当存在唯一一个横截交点.

定义 2.60 设 u : Σ → X 为某处单射的闭 J−全纯曲线，则其只有有限个自交点，

若 u浸入，则定义

δ (u) :=
1
2

#{(z,w) ∈ Σ×Σ|u(z) = u(w),z 6= w} ∈ N.

注 2.61 显然 u嵌入当且仅当 δ (u) = 0.

定理 2.62 (联结不等式，[8]) 设 (X ,J)为四维近复流形且 u : Σ → X 为某处单射

的闭 J−全纯曲线 (不必连通)，则有

2δ (u)≤ χ(Σ)+ [u] · [u]− c1([u]),

且取等当且仅当 u浸入且所有自交点均横截.

注 2.63 事实上，若考虑 δ ′(u) :=
1
2 ∑

u(z)=u(w)
i(z,w)，这里 i(z,w)表示对 z,w的小

邻域 Uz,Uw，u(Uz) 和 u(Uw) 的代数相交数，从而此时实际上有
[6]
，2δ ′(u) =

χ(Σ)+ [u] · [u]− c1([u]).

推论 2.64 设 (X ,J)为四维近复流形且 u : Σ → X 为某处单射的闭 J−全纯曲线

(不必连通)，则

χ(Σ)+ [u] · [u]− c1([u]) = 0,

当且仅当 u是嵌入.

注意到上述判别法仅仅依赖于 [u]这个同调类，因此我们有：
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推论 2.65 设 (X ,J)为四维近复流形且 u ∈Mg(A;J)为嵌入，则Mg,m(A;J)中的

任何某处单射曲线均是嵌入的.

第六节 嵌入球面模空间的紧性与紧化定理

本节我们主要研究四维辛流形的嵌入球面的模空间的紧性与紧化定理，这

也是我们未来主要在证明中研究的对象.

2.6.1 嵌入球面在约束问题模空间中的局部结构

在陈述紧性与紧化定理之前，我们先利用前几节的结果来导出如下简单但

实用的推论来热身.

定理 2.66 设 (X ,J)为四维近复流形，u : S2 → X为嵌入 J−全纯球面，且 [u] · [u] =:

m ≥ 0，则对任意 u(S2)上互不相同的 m个点 p1, · · · , pm，曲线

u ∈M0,m(J; p1, · · · , pm)

是 Fredholm正则的，特别的存在 u的邻域 U ⊆M0,m(J; p1, · · · , pm)允许光滑的 2

维流形结构，并且更进一步满足任意 v ∈ U 都是嵌入的，并且对任意两条不同的

v,w ∈ U，v和 w恰好横截相交 p1, · · · , pm.

证明. 由联结公式 (参考推论2.64)，我们有

c1([u]) = [u] · [u]+ χ(S2) = m+2,

从而我们有

vir−dimM0,m([u];J; p1, · · · , pm) =−2+2c1([u])−2m = 2 > 0,

因此由四维情形约束问题的自动横截定理2.57，可知确实在存在 u 的邻域

U ⊆M0,m([u];J; p1, · · · , pm)⊆M0,m(J; p1, · · · , pm)允许光滑的 2维流形结构.

现在由 v ∈ U ⊆M0,m([u];J; p1, · · · , pm)，则 [v] = [u]，因此 δ (v) = 0，从而由
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推论2.64可知 v嵌入，且对任意 v,w ∈ U，若两者不同，则由正相交定理：

m = [u] · [u] = [v] · [w]≥ #{交点} ≥ #{p1, · · · , pm}= m,

可知此时不等式取等，因此 v和 w恰好横截相交于 p1, · · · , pm. □

2.6.2 紧性与紧化定理

我们首先给出我们主要关心的嵌入球面模空间的定义，

定义 2.67 设 (X ,ω)为辛四维流形，且 J 为其上一个 ω−控制的近复结构. 固定

整数 m ≥ 0，以及 X 上 m个互不相同的点 p1, · · · , pm.

• 我们记M0
emb(J; p1, · · · , pm)⊂M0,m(J; p1, · · · , pm)表示全体嵌入 J−全纯曲

线 u : S2 → X，且满足 [u] · [u] = m−1.

若无约束条件，也即 m = 0，则我们简记为M0
emb(J).

• 我们记M2
emb(J; p1, · · · , pm)⊂M0,m(J; p1, · · · , pm)表示全体嵌入 J−全纯曲

线 u : S2 → X，且满足 [u] · [u] = m.

若无约束条件，也即 m = 0，则我们简记为M2
emb(J).

注 2.68 我们很快会看到上标 0,2的含义.

注 2.69 上面这两个模空间里的对象是我们后续研究的关键，因为M0
emb(J)里的

元素全部是 X 中的例外球面，而M2
emb(J; p1, · · · , pm)中的元素将会给出 Lefschetz

纤维或者 Lefschetz纤维中的正则纤维，而奇异纤维则会由一些节点曲线组成，

而每条节点曲线的分支则会落在M0
emb(J; pi1 , · · · , pir)中.

实际上我们这里记号的上标就是模空间的虚拟维数：

命题 2.70 u ∈M0
emb(J; p1, · · · , pm)，则有

c1([u]) = m+1, vir−dimM0,m([u];J; p1, · · · , pm) = 0.

若 u ∈M2
emb(J; p1, · · · , pm)，则有

c1([u]) = m+2, vir−dimM0,m([u];J; p1, · · · , pm) = 2.
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证明. 由联结公式 (参考推论2.64)，我们有

c1([u]) = [u] · [u]+ χ(S2) = [u] · [u]+2,

此时对应模空间的虚拟维数为

−2+2[u] · [u]+4−2m,

代入两种情形计算即可得到. □

命题 2.71 设 u,v为M0
emb(J; p1, · · · , pm)中两条不同的曲线，则 u与 v不同调，也

即 [u] 6= [v] ∈ H2(X).

证明. 设 [u] = [v]，则有 [u] · [v] = [u] · [u] = m− 1，另一方面由 u 和 v 都经过

p1, · · · , pm，由正相交定理2.59，我们有 [u] · [v]≥ m，矛盾！ □

注 2.72 上述的 u,v无法确定有多少个交点，也无法确定交点是横截的还是相切

的.

推论 2.73 M0
emb(J; p1, · · · , pm)为一个离散点集.

命题 2.74 设 u,v为M2
emb(J; p1, · · · , pm)中两条不同的曲线，若 u,v同调，也即

[u] = [v] ∈ H2(X)，则 u与 v恰好横截相交于 p1, · · · , pm.

证明. 这由 [u] · [v] = m与正相交定理2.59可以立刻得到. □

回忆约束问题模空间嵌入球面的局部结构定理2.66，以及上述性质，我们可

以立刻得到：

推论 2.75 M2
emb(A;J; p1, · · · , pm)⊆M2

emb(J; p1, · · · , pm)为一个光滑 2维流形，且

由 J− 全纯嵌入球面组成，并且任何两个嵌入球面的像都恰好横截相交于

p1, · · · , pm，这里 A ∈ H2(X ;Z)，M2
emb(A;J; p1, · · · , pm)表示那些同调类为 A的 J−

全纯嵌入球面构成的模空间.

我们下面陈述本节的核心结果，也即关于模空间M0
emb(J; p1, · · · , pm) 与

M2
emb(J; p1, · · · , pm)的紧性与紧化定理.
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固定一列C∞−收敛的辛形式 ωk → ω∞，以及一列C∞−收敛的近复结构

Jk → J∞, Jk ∈ Jτ(X ,ωk), k = 1, · · · ,∞.

我们记

J ∈ J reg(ω; p1, · · · , pm),

如果对任意 A ∈ H2(X) 以及任意 {p1, · · · , pm} 的有序集 (pi1 , · · · , pir)，只要

M0,r(A;J; pi1 , · · · , pir)包含一条某处单射曲线，则该模空间的虚拟维数 ≥ 0.

回忆本章第三节中的约束问题的扰动横截定理2.48，可知 J reg(ω; p1, · · · , pm)

是 Jτ(X ;ω)的一个补集是第一纲集的集合.

定理 2.76 (紧性定理) 设 J∞ ∈J reg(ω∞; p1, · · · , pm)，并且 uk ∈M0
emb(Jk; p1, · · · , pm)

满足存在常数C > 0使得 ∫
S2

u∗kωk ≤C, ∀ k.

从而 {uk}有子列收敛于嵌入曲线 u∞ ∈M0
emb(J∞; p1, · · · , pm).

注 2.77 回忆这里的收敛是指存在 S2上的双全纯同构 φk使得 uk ◦φk在C∞(S2,X)

中收敛于 u∞.

推论 2.78 固定 J ∈ J reg(ω; p1, · · · , pm)，则对任何M0
emb(J; p1, · · · , pm)的子集 S，

若其上的元素有一致能量上界，也即存在常数C > 0，使得任意 u∈ S有Eω(u)≤C，

则 S为有限集.

对于 2维的情形，一致能量上界不一定意味着紧性，但我们会有比较好的

紧化，而为了紧化而添加进去的节点曲线就会是未来我们构造 Lefschetz纤维或

铅笔里的奇异纤维：

定理 2.79 (紧化定理) J∞ ∈J reg(ω∞; p1, · · · , pm)，并且 uk ∈M2
emb(Jk; p1, · · · , pm)满

足存在常数C > 0使得 ∫
S2

u∗kωk ≤C, ∀ k.

从而 {uk}有子列收敛于如下两者情形之一：

• 收敛于一条嵌入曲线 u∞ ∈M2
emb(J∞; p1, · · · , pm);
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• 收敛于一条节点曲线，且恰有两个光滑分支

v1 ∈M0
emb(J∞; pi1 , · · · , pir), v2 ∈M0

emb(J∞; pir+1 , · · · , pim).

这里 {i1, · · · , im}= {1, · · · ,m}，0 ≤ r ≤ m，且 v1与 v2恰在M \{p1, · · · , pm}

有一个横截交点.

更进一步，对任意给定的能量上界C > 0，只存在至多有限条第二类的节点曲线.

注 2.80 我们在注2.53中提到了收敛于节点曲线的定义，故这里不再赘述.

将上述节点曲线收集起来，我们有闭包

M2
emb(J∞; p1, · · · , pm)⊂M0,m(J∞),

其中后者为我们之前定义的Gromov紧化，上述紧化定理告诉我们M2
emb(J∞; p1, · · · , pm)

的紧化具有更好更全面的刻画. 为了证明上述定理，我们将会使用联结不等式以

及 J ∈ J reg(ω∞; p1, · · · , pm)的一般性 (generic)假设来排除其余节点曲线极限的可

能性.

在结束本小节之前，我们先利用紧化定理与相交数的计算，对之前的命

题2.74做进一步的细化：

命题 2.81 给定 J ∈J reg(ω; p1, · · · , pm)，则对任意不同的 u,v∈M2
emb(J; p1, · · · , pm)，

若具有相同的同调类，则 u与 v的恰好横截相交于 p1, · · · , pm.

证明. 若 u,v均为嵌入球面，则之前已经给出了证明. 我们下面分情况讨论：

• 若 u嵌入，v为节点曲线 (v1,v2)，则 [v1] · [v1] = r−1，[v2] · [v2] = m− r−1，

[v1] · [v2] = 1，[v] = [v1]+ [v2].

则此时仍有 m = [u] · [u] = [u] · [v] = [u] · [v1]+ [u] · [v2]≥ r+(m− r) = m，其中

[u] · [v1] ≥ r是因为有交点 pi1 , · · · , pir，v2 同理，因此由正相交定理可知成

立.

• 若 u,v均为节点曲线，设为 (u1,u2)与 (v1,v2)，若 ui与 v j 均不相同，则类
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似的也可以证明

m = [u] · [v] = ∑
i, j∈{1,2}

[ui] · [v j]≥ m,

因此由正相交定理可知成立.

• 若 u,v均为节点曲线，设为 (u1,u2)与 (v1,v2)，不妨设 u1 = v1，则下证明

u = v：设 u1 = v1 经过 p1, · · · , pm 中的 m1 个点，则可知 u2 与 v2 共同穿过

剩下 m2个点，这里 m1 +m2 = m. 进而可知若 u2 6= v2，则由正相交定理可

知 [u2] · [v2]≥ m2.

此时由 [u1] · [u1] = m−1，从而我们可以得到

m = [u] · [v] = [u1] · [v1]+ [u2] · [v1]+ [u1] · [v2]+ [u2] · [v2]

= [u1] · [u1]+ [u2] · [u1]+ [v1] · [v2]+ [u2] · [v2]

≥ (m1 −1)+1+1+m2 = m+1,

矛盾！从而 u2 = v2，也即 u = v.

综上我们完成了证明. □

2.6.3 指标计算

为了证明紧性定理2.76和紧化定理2.79，核心想法是在 Gromov 紧性定

理2.52的基础上，借助指标计算排除一些可能的节点曲线，因此在给出完整的定

理证明之前，我们先做一些基本的指标计算.

设 M 是 2n维近复流形，且存在一列 C∞ 收敛的近复结构 Jk → J∞，以及一

列 uk ∈Mg(A;Jk)收敛于

u∞ ∈Mg(A;J∞),

其中由 Gromov紧性定理2.52可知 u∞为一条稳定节点曲线，也即

u∞ = [(S, j,u∞,∅,∆)].
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设 S有连通分支

{
ui

∞ := [(Si, j,ui
∞,∅)] ∈Mgi(Ai;J∞)

}
i=1,··· ,V ,

其中这里 ∑V
i=1 Ai = A，并且其中某些光滑曲线 ui

∞ 可能为常数，则此时对应的

Ai = 0. 对 i = 1, · · · ,V ,设 Ni为分支 ui
∞上节点数量，也即 Ni = #(Si ∩∆).

注 2.82 回忆一条节点曲线 (S, j,u,(ζ1, · · · ,ζm),∆)称为稳定的，如果在 S上移除

所有标记点 ζ1, · · · ,ζm 和节点 ∆得到的穿孔曲面 Ṡ，满足任何使得 u限制在其

上为常值的 Ṡ 的连通分支均具有负欧拉示性数. 故可知我们有若 Ai = 0，则

χ(Si)−Ni < 0.

设 Σ 为 uk 的定义域，也即将 S 去掉节点小邻域粘贴得到的曲面，也即

注2.53中的 Ŝ，因此不难得到

χ(Σ) =
V

∑
i=1

[χ(Si)−Ni] =
V

∑
i=1

χ(Si)−#∆.

我们定义极限节点曲线 u∞的指标与之前的吻合，也即

ind(u∞) := ind(uk) = (n−3)χ(Σ)+2c1(A).

注意到

ind(ui
∞) = (n−3)χ(Si)+2c1(Ai),

因此我们有

ind(u∞) =
V

∑
i=1

[
ind(ui

∞)− (n−3)Ni
]
,

代入四维情形，也即 n = 2，则有

ind(u∞) =
V

∑
i=1

[
ind(ui

∞)+Ni
]
.

注意到：若 Ai = 0，也即 ui
∞为常值映射，则 ind(ui

∞)+Ni =−χ(Si)+2c1(Ai)+Ni =

−(χ(Si)−Ni)> 0，其中用到了 u∞是稳定的.
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因此我们有，

命题 2.83 设 (M,J)为四维近复流形，且 u∞为一条非常值节点 J−全纯曲线，且

有连通分支 u1
∞, · · · ,uV

∞，且每个分支 ui
∞包含 Ni个节点，则有

ind(u∞)≥ ∑
{i|ui

∞ 6=常值}

[
ind(ui

∞)+Ni
]
,

并且取等号当且仅当无取常值的分量.

事实上，若 u∞有节点，则我们有

ind(u∞)≥ 2+ ∑
{i|ui

∞ 6=常值}
ind(ui

∞),

因为节点总是成对出现.

上面这个命题当 ind(uk) = ind(u∞)较小的时候非常有用，这会帮助我们排除

许多复杂的节点情形，假设每个分量 ui
∞ 处都满足横截性，那么有 ind(ui

∞) ≥ 0，

从而结合命题2.83可知

• 若 ind(uk) = 0，则 u∞是光滑曲线，不含节点.

• 若 ind(uk) = 2，则我们此时有对任何非常值的分量 ui
∞，有 ind(ui

∞) = 0.

但需要注意的是一般来讲横截性并不容易满足，因为 ui
∞并不一定单，因此

我们下面仔细讨论一下对于多重覆叠的曲线，其指标满足的关系.

设 ũ : (Σ̃, j̃) → (M,J) 为一条多重覆盖的 J− 全纯曲线，且覆盖单曲线

u : (Σ, j) → (M,J)，以及对应的分歧覆盖映射为 φ : Σ̃ → Σ，即有 ũ = u ◦φ . 记

degφ = k ≥ 1，则有 [ũ] = k[u].

回忆 Riemann-Hurwiecz定理[9]
，我们有

−χ(Σ̃)+ kχ(Σ) = Bφ ≥ 0,

这里 Bφ 为 φ 在所有分歧点的分歧数之和.

因此现在对 ind(ũ) = (n − 3)χ(Σ̃) + 2c1([ũ])，以及 ind(u) = (n − 3)χ(Σ) +
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2c1([u])，可知

ind(ũ) = k · ind(u)− (n−3)Bφ .

特别的，我们有

命题 2.84 设 u为四维近复流形中的闭非常值 J−全纯曲线，若 ũ = u◦φ 为 u的

一个 k−重分歧覆叠，则有

ind(ũ) = k · ind(u)+Bφ .

特别的，我们有 ind(ũ)≥ k ind(u)，取等当且仅当没有分歧点.

综合以上讨论，我们可以借助 ind(u∞)对其进行约束，关键假设是所有某处

单射的 J−全纯曲线指标非负，这对一般性选取的 J都满足，这是由扰动横截性

保证的.

引理 2.85 设 (M,J)为一个四维近复流形，且所有某处单射的 J−全纯曲线都具

有非负指标. 现在设 u∞ ∈M0(A;J)为一条非常值稳定节点 J−全纯球面 (算术亏

格为 0)，则有

• 若 ind(u∞) = 0，则 u∞为光滑 (即无节点)的单曲线.

• 若 ind(u∞) = 2，则其可能是

– 一条光滑单曲线，

– 或是一个单 J−全纯球面的 2−重分歧覆盖，且这个单 J−全纯球面

的指标为 0.

– 或是一条恰有一对节点两个连通分支的节点曲线，且每个分支均为单

J−全纯球面且指标均为 0.

证明. ind(u∞) = 0的情形已经在之前讨论过，可知其是光滑的 J−全纯球面，下

证明其单，考虑 u∞ = v◦φ，则由 v单可知 ind(v)≥ 0，进而由 Riemann-Hurwiecz

定理可知 ind(v) = 0 且 Bφ = 0，且 v 的定义域也为球面，因此进一步可知

Bφ =−χ(S2)+ kχ(S2) = 2k−2，因此可知 k = 1，故有 u∞为单曲线.

现在假设 ind(u∞) = 2，则

• 若 u∞无节点且是 k−重覆盖 v◦φ，这里 v单 J−全纯球面，因此我们仍有
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Bφ =−χ(S2)+ kχ(S2) = 2k−2，故可知

2 = ind(u∞) = k · ind(v)+Bφ ≥ 2(k−1),

这里用到 v单则根据假设 ind(v)≥ 0. 因此这表明

– k = 2，此时 v为单 J−全纯球面的分歧覆盖，且 ind(v) = 0.

– k = 1，此时 u∞为光滑单曲线.

• 若 u∞有节点，设 u∞连通分支为 u1
∞, · · · ,uV

∞，由 u∞算术亏格为 0可知每个

连通分支均为球面.

此时由命题2.83可知

ind(u∞)≥ 2+ ∑
{i|ui

∞ 6=常值}
ind(ui

∞),

结合 ind(u∞) = 2，可知不等式取等，因此没有常值分量，并且恰好只有两

个分支，一对节点，每个分支指标均为 0.

综上我们完成了证明！ □

2.6.4 m = 0情形的紧性 (化)定理

本节我们用上一小节进行的指标计算来证明紧性定理 m = 0的特殊情况，

回忆这是说，

定理 2.86 设 J∞ ∈ J reg(ω∞)，并且 uk ∈M0
emb(Jk)满足存在常数C > 0使得

∫
S2

u∗kωk ≤C, ∀ k.

从而 {uk}有子列收敛于嵌入曲线 u∞ ∈M0
emb(J∞).

证明. 由 Gromov紧性定理2.52，设 {uk}有子列收敛于稳定节点 J∞−球面 u∞，

且不妨假设子列 {uni}满足 [uni ] = [u∞]，则此时由联结公式可知 u∞ 为嵌入，且

ind(u∞) = ind(uni) = 0，因此由引理2.85可知 u∞光滑也即没有节点，进一步结合

[u∞] · [u∞] = [uni ] · [uni ] =−1，可知 u∞ ∈M0
emb(J∞). □
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注 2.87 这里 J∞ ∈ J reg(ω∞)的条件保证了所有某处单射的 J∞全纯曲线都具有非

负指标这一条件.

类似的对于紧化定理对于 m = 0的特殊情形，

定理 2.88 J∞ ∈ J reg(ω∞)，并且 uk ∈M2
emb(Jk)满足存在常数C > 0使得

∫
S2

u∗kωk ≤C, ∀ k.

从而 {uk}有子列收敛于如下两者情形之一：

1. 收敛于一条嵌入曲线 u∞ ∈M2
emb(J∞);

2. 收敛于一条节点曲线，且恰有两个光滑分支

v+ ∈M0
emb(J∞), v− ∈M0

emb(J∞).

且 v+与 v−恰在 M中有一个横截交点.

更进一步，对任意给定的能量上界C > 0，只存在至多有限条第二类的节点曲线.

证明. 由引理2.85，以及 ind(u∞) = ind(uk) = 2，可知有如下几种可能性：

1. u∞为一条光滑单曲线，由联结公式可知嵌入，进而 u∞ ∈M2
emb(J∞).

2. u∞ 是一个单 J−全纯球面 v的 2−重分歧覆盖，且这个单 J−全纯球面 v

的指标为 0.

但注意到此时 0 = [uk] · [uk] = [u∞] · [u∞] = 4[v] · [v]，因此 [v] · [v] = 0，这利用

了 [u∞] = 2[v].以及 0 = ind(v) =−χ(S2)+2c1([v])，可知 c1([v]) = 1.

由联结公式可知

0 ≤ 2δ (v)≤ χ(S2)+ [v] · [v]− c1([v]) = 1,

因此 δ (v) = 0，也即 v为嵌入，因此上述不等式取等，这即 0 = 1矛盾！

因此这种情形可以排除.

3. u∞ 是一条恰有一对节点两个连通分支的节点曲线，且每个分支均为单 J−

全纯球面且指标均为 0.

下面证明其两个分支 u1和 u2恰好横截相交于一点：
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• 若 u1和 u2的像重合，则此时 [u∞] = 2[u1] = 2[u2]，仿照 2中的情形可

以类似导出矛盾.

• 若 u1和 u2的像交于有限多个点，则由均经过节点的像，因此可知

[u1] · [u2]≥ 1.

注意到 ind(ui) = −χ(S2)+ 2c1([ui]) = 0，因此可知 c1([ui]) = 1，进而

结合联结不等式

0 = [u∞] · [u∞]

= [u1] · [u1]+ [u2] · [u2]+2[u1] · [u2]

≥ 2δ (u1)+ c1([u1])−2+2δ (u2)+ c1([u2])−2+2

= 2δ (u1)+2δ (u2)≥ 0,

因此可知 δ (ui) = 0，也即 u1,u2 均为嵌入，并且上述不等式取等，

也即 [u1] · [u2] = 1，进一步由联结公式可知 [ui] · [ui] = −1，因此

ui ∈M0
emb(J∞)，并且两者恰好横截相交于一点.

更进一步若给定能量上界，则由M0
emb(J∞)的紧性可知至多有限条这

一类的节点曲线.

综上，我们完成了 m = 0情形下的紧化定理的证明. □

2.6.5 一般情形的紧性 (化)定理

现在我们证明更一般的紧性定理2.76和紧化定理2.79，其中回忆我们记

J ∈ J reg(ω; p1, · · · , pm),

如果对任意 A ∈ H2(X) 以及任意 {p1, · · · , pm} 的有序集 (pi1 , · · · , pir)，只要

M0,r(A;J; pi1 , · · · , pir)包含一条某处单射曲线，则该模空间的虚拟维数 ≥ 0.

给定一族M0
emb(J; p1, · · · , pm)或M2

emb(J; p1, · · · , pm)中的伪全纯曲线 {uk}，
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且满足一致能量上界，则由 Gromov紧性定理可以找到一族子列收敛于一条稳

定节点曲线 u∞ ∈M0,m(J∞).

我们首先利用2.6.3小节的指标计算去尽可能的认识 u∞. 我们已经考虑过不

带约束条件的情形，因此这启发我们考虑如下遗忘映射

M0,m(J∞)→M0(J∞),

也即遗忘掉 m个标记点，设 u∞ 在上述映射下的像为 û∞，则不难看见两者算数

亏格，同调类与指标均相同.

现在假设 û∞有连通分支 u1
∞, · · · ,uV

∞，Ni表示 ui
∞上的节点数，不难用类似于

命题2.83的方法证明

ind(u∞)−2m ≥ ∑
{i|ui

∞ 6=常值}

[
ind(ui

∞)−2mi +Ni
]
, (2.1)

其中 mi表示 ui
∞在遗忘映射下的原像包含 {p1, · · · , pm}中的点个数，并且上式取

等当且仅当 û∞没有常值分量.

现在对任意非常值分量 ui
∞，设其为某个单 J∞− 全纯曲线 vi 的 ki ≥ 1 重

分歧覆叠，因此可视 vi 为带有 mi 个标记点的曲线，进而对一般性的 J∞ ∈

J reg(ω∞; p1, · · · , pm)，我们有

ind(vi)−2mi ≥ 0. (2.2)

因此我们由命题2.84与 Riemann-Hurwiecz公式可知

ind(ui
∞)−2mi = kiind(vi)+Bφi −2mi

= ki
[
ind(vi)−2mi

]
+2(mi +1)(ki −1),
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因此结合上式与(2.1)，我们有

ind(u∞)−2m ≥ ∑
{i|ui

∞ 6=常值}

(
ki
[
ind(vi)−2mi

]
+2(mi +1)(ki −1)+Ni

)
, (2.3)

其中右侧三项均非负，并且不等式取等当且仅当 û∞没有常值分量.

现在对 uk ∈M0
emb(Jk; p1, · · · , pm)，则有 ind(u∞) = 2m，从而(2.3)取等，进而

由 m = 0情形的紧性定理2.86可知 û∞无节点且为单 J∞−全纯曲线，进而可知 u∞

也没有节点，也即为光滑单 J∞−全纯曲线. 现在再结合

[u∞] · [u∞] = [uk] · [uk] = m−1,

以及联结公式2.64，可知 u∞ ∈ M0
emb(Jk; p1, · · · , pm)，即证一般情形的紧性定

理2.76!

类似的考虑遗忘映射，以及套用 m = 0情形紧化定理2.88的证明，可以很快

得到一般情形紧化定理2.88的证明，囿于篇幅我们略去这个略显重复的讨论.

第七节 本章小结

本节我们主要参考 [6, 8]等文献给出了一份关于辛流形中伪全纯曲线模空间

的实用性介绍.

• 本章前两节主要介绍了近复结构以及伪全纯曲线的定义与基本性质.

• 第三节循序渐进，依次介绍了最简单情形的伪全纯曲线模空间，单参数近

复结构的伪全纯曲线模空间以及进一步满足一些约束条件的模空间，并陈

述了可以通过扰动近复结构实现模空间满足横截性条件的结果，其中满足

横截性条件一般意味着模空间会具有光滑流形结构.

• 第四节介绍了节点曲线的定义，并基于此给出了伪全纯曲线模空间的

Gromov紧化的定义.

• 第五节我们聚焦四维辛流形，陈述了众多四维特殊的性质，如自动横截性

定理2.54，正相交定理2.59以及联结不等式2.62.

46



第二章 伪全纯曲线

• 第六节作为前面五节内容的应用，同时也为后文证明铺垫，我们陈述并证

明了四维辛流形中辛嵌入球面的模空间紧性与紧化定理，也即可以借助基

本的指标计算，更清楚的刻画嵌入球面模空间紧化的结构.
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第三章 辛流形的构造

本章我们主要介绍两种构造辛流形的手段——爆破与 Lefschetz纤维/铅笔，

这两者都会在我们后文中发挥不可或缺的作用.

第一节 爆破与例外球面

本节我们主要介绍流形上的爆破，我们先在 (近)复流形范畴内定义，再进

一步在辛流形的范畴内定义，并结合我们在第二章中介绍的伪全纯曲线的技术

去讨论爆破中例外球面的相关性质.

3.1.1 (近)复流形上的爆破

我们首先讨论在复流形范畴下的复爆破定义，从标准的模型 Cn出发，

定义 3.1 我们称在 Cn的 {0}处爆破是指

Bl0(Cn) := {(`,z) ∈ CPn−1 ×Cn|z ∈ `},

也即为 CPn−1上的重言线丛 O(−1).

容易看到我们有，

命题 3.2 考虑向第二分量 Cn的投影映射 p2 : Bl0(Cn)→Cn，则注意到 p−1
2 (0)为

零截面也即 CPn−1，因此我们有双全纯同构，也即保定向微分同胚

p2 : Bl0(Cn)− p−1
2 (0)→ Cn −{0}.

利用这个性质，我们就可以定义更一般的爆破，

定义 3.3 设 S为复 n维流形，p∈ S，则如下定义 S在 p处的复爆破 (blow-up)Blp(S),

1. 选取 p点邻域U 以及双全纯同构 φ : U → Cn，φ(p) = 0，

2. 考虑双全纯同构 ψ : Cn −{0}→ Bl0(Cn)− p−1
2 (0)，
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3. 现在取

Blp(S) := (S−U)∪φ|∂ ◦ψ|∂ Bl0(Cn),

这里 φ|∂ 与 ψ|∂ 表示限制在边界上的粘贴映射.

不难看到在粘贴边界的邻域，两侧的复结构通过双全纯同构粘贴了起来，因此

自然可以在 Blp(S)上定义复结构，因此得到的复爆破也为 n维复流形.

不难证明 Bl0(C2) =O(−1)双全纯同构于 CP2 −D4，因此也保定向微分同

胚，由此可见

Blp(S) = (S−U)∪ (CP2 −D4),

注意到U −{0}= C2 −{0}和 CP2 −D4 之间为保定向同胚，因此限制在边界上

也保定向，但 S−U 的边界与U 的边界之间的粘贴映射为反定向的微分同胚 (因

为这是诱导定向导致的)，因此 S−U 的边界和 CP2 −D4的边界同胚在两者复合

下反定向，因此可知

Blp(S) = S#CP2.

对投影映射

p2 : Bl0(Cn)→ Cn,

其可以诱导

β : Blp(S)→ S,

其中在 S−U 上为 id，在 Bl0(Cn) 上为 p2，称为复坍缩 (blow-down). 我们记

β−1(p) ⊂ Blp(S)为爆破 β : Blp(S)→ S的例外除子，不难看到当 S为复曲面时，

β−1(p)∼= CP1为球面，并且自交数为 −1，我们也称为例外球面，假如一个复流

形不包含例外球面，则称其是极小的.

现在更一般的，设 (M,J)为近复流形，且设近复结构在 z ∈ M点的邻域内可

积，则可以类似在 z定义近复爆破得到近复流形 (M̃, J̃)，且有伪全纯坍缩映射

β : (M̃, J̃)→ (M,J),

以及例外除子 β−1(z).
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命题 3.4 设 β : (M̃, J̃)→ (M,J)为近复爆破，且 ũ : (Σ, j)→ (M̃, J̃)为伪全纯曲线，

设 E为 M̃中的例外除子，若 ũ浸入且与 E横截相交，则 u = β ◦ ũ : (Σ, j)→ (M,J)

也为浸入伪全纯曲线. 更进一步，若 dimRM = 4，则有 u和 ũ的法丛满足

c1(ν(u)) = c1(ν(ũ))+ [ũ] · [E].

证明. 注意到 β，ũ均为伪全纯映射，因此复合得到的 u也是伪全纯映射. 我

们下面说明其为浸入，设 β 将注意到对任意 p ∈ Σ，若 ũ(p) /∈ E，则 β 在 ũ(p)

小邻域内为恒同映射，因此结合 ũ∗,p 为浸入可知 u∗,p 为浸入. 若 ũ(q) ∈ E，设

β (E) = m ∈ M，则 u(q) = β ◦ ũ(q) = m，从而有

TqΣ
ũ∗,q−→ Tũ(q)M̃

β∗,ũ(q)−→ TmM,

结合 ũ与 E 横截相交，因此在 ũ(q)处，有

ũ∗,qTqΣ+Tũ(q)E = Tũ(q)M̃,

进而作用 β∗,ũ(q)，结合 β (E) = m，因此 β∗,ũ(q)(Tũ(q)E) = {0}，进而有

u∗,q(TqΣ) = β∗,ũ(q)

(
Tũ(q)M̃

)
,

维数为 2，因为 kerβ∗,ũ(q) = Tũ(q)E 维数为 2，Tũ(q)M̃维数为 4，从而可知此时 u∗,q

为浸入，综上我们有 u为浸入.

由注2.63，可知 c1(ν(u)) = c1(u)− χ(Σ)+ 2δ ′(u)，以及 c1(ν(ũ)) = c1(u′)−

χ(Σ)+2δ ′(ũ)，则 c1(ν(u))−c1(ν(ũ)) = 2δ ′(u)−2δ ′(ũ)，结合 β 除了把 E 坍缩成

一点外为恒同映射，以及 δ ′ 代数相交数的定义，可知 2δ ′(u)−2δ ′(ũ) = [ũ] · [E]，

综上我们完成了证明. □
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3.1.2 辛流形上的爆破

本节我们主要讨论如何在辛流形范畴下定义爆破，和复爆破情形一样，我

们先对 β : Bl0(Cn)→ Cn 上定义辛形式，注意到 π : Bl0(Cn) =O(−1)→ CPn−1，

因此考虑 Cn上的标准辛结构 ωstd以及 CPn−1上的辛结构 ωFS，不难看到对任意

常数 R > 0，我们有

ωR := β ∗ωFS+R2π∗ωFS

为 Bl0(Cn)上的辛形式 (事实上为 Kähler形式)，并且零截面是辛子流形，并且辛

同构于 (CPn−1,R2 ·ωFS).

设 B2n
r ⊂ Cn为包含原点半径为 r的开球，记 B̃2n

r := β−1(B2n
r )⊂ Bl0(Cn)，由

命题3.2可知 B̃2n
r −CPn−1 与 B2n

r −{0}是双全纯同构的，这在复流形范畴下保证

了我们构造的复爆破得到的仍是复流形，因此现在我们要在辛流形范畴下证明

类似的结论以构造辛爆破：

命题 3.5 对任意常数 R > 0，我们有
(

B̃2n
r −CPn−1,ωR

)
与
(

B2n√
R2+r2 −B2n

R ,ωstd

)
辛同构.

证明. 利用柱坐标，我们有如下微分同胚

Γ : R×S2n−1 → Cn −{0}, (t,z) 7→ et/2z,

则有 Vstd := Γ∗(∂t)在 Cn −{0}坐标表示为 (z1, · · · ,zn) = (p1 + iq1, · · · , pn + iqn)的

情形下可写作

Vstd =
1
2

n

∑
j=1

(
p j

∂
∂ p j

+q j
∂

∂q j

)
,

是 Cn 上的一个标准 Liouville向量场，也即 LVstdωstd = ωstd，从而由 Cartan魔术

公式我们有其对应的 Liouville形式

λstd := ωstd(Vstd, ·) =
1
2

n

∑
j=1

(p jdq j −q jdp j)

满足 dλstd = ωstd 以及 LVstdλstd = λstd. 从而若设 αstd := λstd|S2n−1，则我们有
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Γ∗λstd = etαstd，进而满足

Γ∗ωstd = d(etαstd),

同时也不难计算得到 Γ∗(π∗ωFS) = dαstd，因此结合起来我们有

Γ∗ωR = d
(
(et +R2)αstd

)
.

注意到我们有嵌入映射F :R×S2n−1 →R×S2n−1，其中F(t,z) :=
(
log(et +R2),z

)
，

因此 Γ∗ωR = F∗d(etαstd)，综上我们可以写下一个辛同构

ΦR := Γ◦F ◦Γ−1 :
(

B̃2n
r −CPn−1,ωR

)
→
(

B2n√
R2+r2 −B2n

R ,ωstd

)
z 7→

√
|z|2 +R2 · z

|z|
.

综上我们完成了证明！ □
现在利用上述辛同构，我们就可以如下定义辛爆破了：

定义 3.6 给定维数为 2n ≥ 4的辛流形 (M,ω)，以及 (由 Darboux定理保证存在

的) 辛嵌入 ψ : (B2n
R+ε ,ωstd) ↪→ (M,ω)，其中 R,ε > 0 为常数，则我们如下定义

(M,ω)沿着 ψ 权重为 R的辛爆破：去掉 M中的 ψ
(

B2n
R

)
，再粘回充分小的 B̃2n

δ ，

更具体的我们记为

(
M̃, ω̃

)
:=
(

M−ψ
(

B2n
R

)
,ω
)
∪ψ◦ΦR

(
B̃2n

δ ,ωR

)
,

其中 δ > 0满足
√

R2 +δ 2 ≤R+ε，我们称
(

M̃, ω̃
)
中的 (CPn−1,R2ωFS)⊂

(
B̃2n

δ ,ωR

)
为例外除子. 对四维流形中的情形我们称之为例外球面.

注 3.7 注意到对辛四维流形中的例外球面 E，其管状邻域同胚于 O(−1)，因此

有其自相交数 [E] · [E] =−1.

不难看到上述构造的辛流形与参数 ε,δ 的选取均无关，但确实与 R的选取

有关，因为 ω̃ 一部分源自于 ωR，但不难证明：

定理 3.8 ([8]) 对参数 τ ∈ [0,1]，设 ψτ :
(
B2n

Rτ+ε ,ωstd
)
↪→ (M,ω)为一族光滑的辛嵌
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入，则对 (M,ω)沿着 ψτ 做权重为 Rτ 的辛爆破得到的辛流形
(

M̃τ , ω̃τ

)
，我们有

对任意 τ ∈ [0,1]，存在微分同胚 φτ : M̃0 → M̃τ 使得 φ∗
τ ω̃τ 为 M̃0 上一族光滑辛形

式，从而我们有
(

M̃τ , ω̃τ

)
之间辛形变等价.

并且更进一步，对任意连通辛流形 (M,ω)，任何两个辛嵌入 ψi :
(

B2n
Ri
,ωstd

)
，

i = 0,1，可以找到一族光滑的辛嵌入 ψτ :
(
B2n

Rτ+ε ,ωstd
)
↪→ (M,ω)连接，因此辛爆

破
(

M̃, ω̃
)
在辛形变等价意义下不依赖于构造的选取.

类似于近复爆破的情形，我们也可以反向得到辛坍缩 (blow-down) 映射

β :
(

M̃, ω̃
)
→ (M,ω)，基于此我们可以定义，

定义 3.9 我们称辛四维流形 X 是极小的，如果其不包含例外球面. 不难证明任何

一个辛四维流形 X 至多包含有限个互不相交的一族例外球面，将其全部辛坍缩

得到的辛四维流形 Xmin称为 X 的一个极小模型.

不难证明爆破前后辛流形之间的第一 Chern类之间满足如下关系：

命题 3.10 ([8]) 设 π :
(

X̃ , ω̃
)
→ (X ,ω)为辛四维流形之间的辛坍缩，且坍缩掉 X̃

中的例外球面为 E1, · · · ,Ek，则我们有

π∗c1(X ,ω) = c1

(
X̃ , ω̃

)
+

k

∑
i=1

PD.[Ei].

囿于篇幅，我们并不会给出上述结果的证明，但在结束本节之前，我们可

以证明一个简单的命题来熟悉辛爆破，其同时也是定理F的反面.

命题 3.11 设 X 为 (CP2,c ·ωFS)或者是爆破辛直纹面，则可以适当形变 ω 使得

c1(X ,ω) ·ω > 0.

证明. 注意到 c1(CP2,ωFS) ·ωFS > 0其实是显然的，因为由 Chern类的公理定义，

我们有 c1(CP2) = 3PD.[CP1]，而 CP1是 Kähler流形 (CP2,ωFS)的复子流形，也

是辛子流形，因此

∫
CP1

ωFS > 0，因此可知 ω = a ·PD.[CP1]，这里 a > 0，因此

c1(CP2,ωFS) ·ωFS = 3a > 0，即证.

现在假设 (X ,ω) 为一个爆破辛直纹面，则其可记为 Xmin#NCP2，其中

Xmin → Σ是 X 的一个极小模型，其为一个辛直纹面，也即是一个 Σ上的 S2−丛.
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因此不难看到 H2(X)由 [Σ], [F ]以及 [E1], · · · , [EN ]生成，其中 F 为纤维. 故我们

可设

PD.c1(X ,ω) = m[Σ]+n[F ]+
N

∑
i=1

ki[Ei],

进而结合 [F ] · [F ] = [Σ] · [Ei] = [F ] · [Ei] = 0，以及 [Ei] · [Ei] =−1，我们有 c1([Σ]) =

m[Σ] · [Σ]+n，c1([F ]) = m，以及 c1([Ei]) =−ki，因此现在结合联结公式2.64，我们

有 m = c1([F ]) = [F ] · [F ]+ χ(S2) = 2，n+2[Σ] · [Σ] = c1([Σ]) = [Σ] · [Σ]+ χ(Σ)，故

n = χ(Σ)− [Σ] · [Σ]，并且 −ki = c1([Ei]) =−1+χ(S2) = 1，从而 ki =−1，综上我

们有

PD.c1(X ,ω) = 2[Σ]+ (χ(Σ)− [Σ] · [Σ]) · [F ]−
N

∑
i=1

[Ei].

因此我们有

c1(X ,ω) ·ω = 2
∫

Σ
ω +(χ(Σ)− [Σ] · [Σ]) · 〈ω, [F ]〉−

N

∑
i=1

〈ω, [Ei]〉,

从而我们考虑形变的辛形式 ωK := ω +K · π∗σ，其中 σ 是 Σ 上的体积形式，

π : Xmin → Σ为投影映射，因此当 K > 0充分大时，我们有

c1(X ,ωK) ·ωK > 0,

综上我们完成了证明. □

3.1.3 辛球面与近复球面

本节我们将辛范畴中的辛嵌入球面纳入近复流形的范畴里，尽管利用引

理2.6我们确实可以将辛嵌入子流形实现为一个近复子流形，但我们给出的近复

结构并不一定满足一般性假设，因此为了实用，我们需要证明某种意义上更强

的结果.

定理 3.12 (例外球面的形变) 对任意闭辛四维流形 (X ,ω) 以及一般性的 J ∈

Jτ(X ,ω)，则任意例外球面 E ⊂ (X ,ω) 均可沿着一族辛嵌入球面同痕于唯一

的一条 J−全纯球面.
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证明. 我们先说明唯一性：设 J ∈ Jτ(X ,ω)，以及 u1,u2 为两条不同的 J−全纯

曲线，且均同调于 E，也即 [u1] = [u2] = [E]，从而由正相交定理2.59可知

0 ≤ [u1] · [u2] = [E] · [E] =−1

矛盾！因此可知唯一性.

下面我们来说明存在性，固定一般性的 J ∈ Jτ(X ,ω)，以及例外球面

E ⊂ (X ,ω)，为了说明其可以沿着一族辛嵌入球面同痕到一条 J−全纯球面，我

们只需要证明其可以沿着一族嵌入近复球面同痕即可，其中近复结构需要是 ω−

控制的. 因此首先由引理2.6，存在 ω−控制的近复结构 J0使得 E 为 J0−全纯球

面 u0的像.

由定理2.5可知 Jτ(X ,ω) 道路连通，进而存在一族 ω− 控制的近复结构

{Js}s∈[0,1] 使得 J1 = J，由上文唯一性的证明可知对任意 s ∈ [0,1]，模空间

M0([E];Js)至多只有一个点.

注意到对任意 u ∈M0([E];Js)，我们有

ind(u) =−2+2c1([u]) =−2+2c1([E]) = 0 > 2g−2,

这里 g = 0，因此由自动横截定理2.54，可知 u是 Fredholm正则的，从而由定

理2.43，对单参数模空间

M0([E];{Js}) := {(s,u)|s ∈ [0,1], u ∈M0([E];Js)}

我们有投影映射

M0([E];{Js})→ [0,1], (s,u) 7→ s

为淹没，我们自然希望这是一个微分同胚，而这只需要说明M0([E];{Js})紧即

可，由联结公式2.64，M0([E];Js)若非空则一定被表示为嵌入球面，因此由嵌入

球面的紧性定理2.86，我们有其紧，进而有M0([E];{Js})微分同胚于 [0,1]，因

此设 us 为M0([E];Js)中的唯一元素，则可知 E = Im u0 可以沿着 Js−全纯进而

55



第三章 辛流形的构造

辛嵌入球面 Im us同痕于 Im u1，即一条 J1 = J−全纯球面.

综上，我们完成了证明！ □

类似的，我们可以证明定理3.12的一个更一般情形：

命题 3.13 设 (X ,ω)为一个辛四维流形，p1, · · · , pm 为 X 上 m ≥ 0个互不相同的

点，且 S ⊂ (X ,ω)为一族互不相交的辛嵌入球面，并且包含 p1, · · · , pm，且使得

[S] · [S]≥ m−1.

设 J ′ 为 Jτ(M,ω)中的稠密子集，且在固定 p1, · · · , pm 不动的辛自同构下不变，

则存在 J ∈ J ′使得每个 S为 J−全纯的.

证明. 由引理2.6可知存在 ω−控制的近复结构 J0 使得 S是 J0−全纯曲线 u0 的

像，从而

c1([u0]) = χ(S2)+ [S] · [S]≥ m+1,

进而

ind(u0) =−χ(S2)+2c1([u0])≥ 2m,

因此由约束问题的自动横截定理2.57，我们有 u0 是 Fredholm 正则的，从而

由隐函数定理，对 J0 在 Jτ(X ,ω) 的充分小邻域内的任意近复结构 J，存在

u ∈M0,m(J; p1, · · · , pm)且 u与 u0靠近，故我们进一步在 J0的这个充分小邻域内

选取一族 {Js}s∈[0,1]且使得 J := J1 ∈ J ′，这由 J ′的稠密性可知是可以办到的.

故现在我们有一族 {us ∈M0,m(Js; p1, · · · , pm)}s∈[0,1]，且 Im us := Ss为辛嵌入

球面，并且存在一族固定 p1, · · · , pm的辛同构 φs使得 φs(S) = Ss，因此近复结构

φ∗
1 J ∈ J ′即为所求.

综上我们完成了证明！ □

第二节 Lefschetz纤维与 Lefschetz铅笔

本节我们主要介绍 Lefschetz纤维与 Lefschetz铅笔这两种拓扑结构，其对我

们认识辛流形有着重要帮助.
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3.2.1 光滑范畴

我们先从光滑范畴的角度出发讨论 Lefschetz纤维与 Lefschetz铅笔：

定义 3.14 设 X ,Σ分别是 4维与 2维闭可连通定向光滑流形，一个 X 上到 Σ的

Lefschetz纤维是一个光滑映射

π : X → Σ,

且只有有限个临界点 Xcrit ⊂ X，从而也只有有限个临界值 Σcrit := π(Xcrit)⊂ Σ使

得在每一点 p ∈ Xcrit，存在复坐标卡 (z1,z2)以及对应的 Σ上 π(p)邻域复坐标 z，

使得 π 在临界点 p局部上形如

π(z1,z2) = z2
1 + z2

2,

其中 p的坐标为 (0,0).

注 3.15 容易看到考虑坐标变换 z1 +
√
−1z2 7→ w1与 z2 +

√
−1z2 7→ w2，π 局部上

也可以表示成 π(w1,w2) = w1 ·w2.

回忆 p ∈ X 是映射 f : M → N 的临界点如果 f∗,p不为满射，若为满射则称 p

为正则点，若对于 q ∈ N 任意 p ∈ f−1(q)均有 p为正则点，则有 q称为正则值，

正则值原像定理表明 f−1(q)为光滑流形.

回忆我们有，

定理 3.16 (Ehresmann纤维化) 设 M,N 为光滑流形，若 f : M → N 为逆紧的淹

没，则 M是 N 上的纤维丛，且 f 为投影映射.

特别的，现在设 π : X → Σ为 Lefschetz纤维，则考虑

π : X −Xcrit → Σ−Σcrit,

则由定义可知此映射为淹没，且显然任意紧集 K ⊂ Σ−Σcrit为 Σ上的紧集也即闭

集，进而 π−1(K)为 X 中的闭集从而紧，进而在 X −Xcrit中紧，因此可知上述限

制的 π 为逆紧淹没，因此 π : X −Xcrit → Σ−Σcrit为光滑纤维丛.
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crit

图 3.1 Lefschetz纤维示意图

从而设 F := Xz := π−1(z)，其中 z ∈ Σ−Σcrit 为 Lefschetz的纤维，由正则值

原像定理可知 F 为可定向闭曲面 (未必连通)，我们称 F 为 Lefschetz纤维的正则

纤维 (regular fibre).

而对 z ∈ Σcrit，Xz ⊂ X 不为正则子流形，称为奇异纤维，由局部坐标

π(z1,z2) = z2
1 + z2

2可知奇异纤维可能为一些不可约分支的并，并且这些分支之间

横截相交，或自交于二重点 (double point).

现在在 Lefschetz纤维的基础上我们可以进一步给出如下 Lefschetz铅笔的

定义：

定义 3.17 设 X 为闭连通定向光滑四维流形，X 上的一个 Lefschetz铅笔是指一

个 Lefschetz纤维

π : X −Xbase → CP1,

其中由基点构成的集合 Xbase ⊂ X 为有限集，且使得在每个基点 p ∈ Xbase邻域存

在复坐标 (z1,z2)使得 π 形如

π(z1,z2) = [z1 : z2].

例 3.18 考虑 [1 : 0 : 0] ∈ CP2，设Ui = {[z1 : z2 : z3] | zi 6= 0}，容易看到U2 ∪U3 =
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CP2 −{[1 : 0 : 0]}，从而我们有良定义的映射

π : CP2 −{[1 : 0 : 0]}→ CP1, [z1 : z2 : z3] 7→ [z2 : z3].

不难看到这是一个 Lefschetz 纤维，且在基点 [1 : 0 : 0] 附近 π 可在局部坐标

(z1,z2) 7→ [1 : z1 : z2]下表示为 π(z1,z2) = [1 : z1 : z2].

现在对 X 为 Lefschetz铅笔，则其上有两个不交有限点集 Xbase和 Xcrit. 我们

把

Xz := π−1(z)⊂ X , z ∈ CP1,

称为 X 上这个 Lefschetz铅笔的纤维.

容易看到对于基点 p，其邻域到 CP1 会有一个满射，从而进一步可观察到

任何一根纤维实际上都会穿过 p，并且纤维都两两横截相交于 p.

简而言之，Lefschetz铅笔的正则纤维为嵌入闭定向曲面，CP1
cirt上的奇异纤

维为自交于二重点的浸入曲面，且正则纤维与奇异纤维均两两横截相交于基点.

图 3.2 Lefschetz铅笔示意图[10]

我们下面陈述并证明一些与 Lefschetz纤维/铅笔有关的基本拓扑事实，其会

在第四章中证明定理B中发挥重要作用.
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命题 3.19 设 π : X \Xbase →CP1为一个 Lefschetz铅笔，且纤维微分同胚于 S2. 若

进一步 π : X \Xbase → CP1只有一个基点，且不包含奇异纤维，则 X 微分同胚于

CP2.

证明. 设 p有小球邻域U，则 ∂U ∼= S3，且 π : X −U →CP1为 CP1上的圆盘丛，

因为铅笔的纤维为球面且均相交于 p，去掉 p小邻域则只剩圆盘.

因此有 X −U 是 CP1上边界为 S3的圆盘丛，限制在边界上即 Hopf纤维化，

因此可知这个圆盘丛可视为 CP1在 CP2中的管状邻域，进而填充上球即为 CP2，

即证. □

命题 3.20 设 X 为闭可定向四维流形，如果其具有 Lefschetz铅笔结构且纤维微

分同胚于 S2，那么若至少有两个基点则一定会包含一根奇异纤维.

证明. 设有 m ≥ 2个基点，且没有奇异纤维，则爆破 m−1个基点，则可以得到

一个纤维微分同胚于 S2，只有一个基点，且不包含奇异纤维的 Lefschetz铅笔，

由命题3.19可知爆破后得到的流形微分同胚于 CP2，这与 CP2极小矛盾！ □

3.2.2 辛范畴

辛流形与 Lefschetz铅笔这一拓扑结构有着密切关系，我们先从如下定义出

发，

定义 3.21 给定 Lefschetz纤维或铅笔 π : M−Mbase → Σ，我们称M上的辛形式 ω

与π 相容，如果对于任意 z ∈ Σ，去掉临界点与基点的纤维 Mz \ (Mbase ∪Mcrit)为

M 的辛子流形. 类似地，设 (M,ω)为辛流形，且 π : M −Mbase → Σ为 Lefschetz

纤维或铅笔，我们称 π 为一个辛 Lefschetz纤维或铅笔如果 ω 和 π 相容.

利用 Lefschetz铅笔/纤维，如下定理保证了其一般具有辛流形结构，

定理 3.22 (Thurston-Gompf) 设 π : M−Mbase → Σ为 Lefschetz纤维或铅笔，且纤

维的同调类在 H2(M)中不是挠元素，则M允许一个与 π 相容的辛结构，也即存

在 M上的辛结构 ω 使得 π : M−Mbase → Σ是一个辛 Lefschetz纤维或铅笔. 更进

一步，任何两个这样的辛结构都可以用一族与 π 相容的辛形式连接起来.

上述定理中有一个额外看起来十分不自然的条件：纤维的同调类在 H2(M)

中不是挠元素，我们下面举一个例子表明这样的假设是必要的，
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例 3.23 考虑 S1 ×S3，由 Hopf纤维化 S1 → S3 → S2 可知 S1 ×S3 上允许到 S2 的

T 2丛结构，但容易看到 H2(S1 ×S3) = 0，因此显然纤维对应的同调类在 H2中平

凡，但此时 S1 ×S3上不允许辛结构，这是因为 H2
dR(S

1 ×S3)也为 0.

注 3.24 Donadlson证明了[11]
上述定理3.22的反面，也即对任意闭辛流形，其总

可以小扰动辛形式后使得其允许辛 Lefshetz铅笔.因此我们可以在四维对辛结构

的存在性给出一个完整的拓扑描述：四维光滑流形上允许辛结构当且仅当允许

Lefschetz铅笔结构.
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第四章 McDuff有理或直纹定理

本章我们将会利用第二章章介绍的伪全纯曲线的技术，去依次给出定

理D和B的证明，这也是McDuff在 [2]中证明的“有理或直纹定理”.

我们很快会看到定理B和定理C都是定理D的快速推论，而定理D的证明与我

们在第一章第二节中概述的思路基本一致.

第一节 定理D的证明

为了方便阅读，我们在这里重新回顾一下定理陈述，

定理 4.1 (定理D) 设 (X ,ω)为闭连通辛四维流形，且包含辛嵌入球面 S ⊂ X 使得

m := [S] · [S]≥ 0,

则任选 S上 m个不同的点 p1, · · · , pm，我们有 (X ,ω)允许一个辛 Lefschetz铅笔

或纤维的结构，且使得 p1, · · · , pm 为基点，S等同成某根光滑纤维，并且不存在

奇异纤维包含多余一个的临界点.

更进一步，允许没有奇异纤维的辛 Lefschetz 铅笔当且仅当 m ∈ {0,1} 且

(X \S,ω)为极小的.

下面我们给出定理D的证明：

对于辛球面 S，以及其上 m个不同的点 p1, · · · , pm，由命题3.13，我们选取

J ′ = J reg(ω; p1, · · · , pm),

容易看到这是一个辛同构不变的稠密集，因此存在 J ∈ J ′ = J reg(ω; p1, · · · , pm)

使得 S 为一条嵌入 J− 全纯曲线的像，映射记为 u0 : S2 → X . 因此我们有

u0 ∈M2
emb(J; p1, · · · , pm).

注 4.2 回忆我们记 J ∈ J reg(ω; p1, · · · , pm)，如果对任意 A ∈ H2(X) 以及任意
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{p1, · · · , pm}的有序集 (pi1 , · · · , pir)，只要M0,r(A;J; pi1 , · · · , pir)包含一条某处单

射曲线，则该模空间的虚拟维数 ≥ 0.

这里我们“舍近求远”，不直接使用引理2.6来找近复结构是因为我们希望这

里选取的 J满足紧化定理2.79的一般性条件 J ∈ J reg(ω; p1, · · · , pm).

注 4.3 回忆我们记M2
emb(J; p1, · · · , pm) ⊂ M0,m(J; p1, · · · , pm) 表示全体嵌入 J−

全纯曲线 u : S2 → X，且满足 [u] · [u] = m.

设MS(J)表示模空间M2
emb(J; p1, · · · , pm)中包含 u0的连通分支，因此由连

通性可知MS(J)中的元素均具有相同的同调类，因此也具有相同的能量

E(u) =
∫

S2
u∗ω = 〈[ω], [S]〉.

因此结合在第二章中证明的紧化定理2.79以及命题2.81，我们可以得到

• MS(J)的 Gromov紧化MS(J)多增加了一些节点曲线，每条节点曲线恰有

两个光滑分支

v+ ∈M0
emb(J∞; pi1 , · · · , pir), v− ∈M0

emb(J∞; pir+1 , · · · , pim).

这里 {i1, · · · , im} = {1, · · · ,m}，0 ≤ r ≤ m，且 v+ 与 v− 在 M \ {p1, · · · , pm}

中恰有一个横截交点.

• MS(J)中的曲线两两恰好只在 p1, · · · , pm处横截相交.

现在记

Ξ ⊂ X −{p1, · · · , pm},

其中点 q ∈ Ξ，当且仅当存在 MS(J) 中的节点曲线 {v+,v−}，使得 q 落在

Imv+∪ Imv−中，换言之 Ξ可视为节点曲线们在 X −{p1, · · · , pm}中的像集. 实际

上 Ξ就是有限个穿孔曲面 (孔来自 pi)的并，有限性源自于紧化定理2.79，特别

的，Ξ在 X 中余维数为 2.

现在我们再记

X0 ⊆ X −{p1, · · · , pm}−Ξ,
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其中点 q ∈ X0，当且仅当存在MS(J)中的曲线 u，使得 q落在 u的像 Imu上. 由

定理2.66，可知 X0为开集.

下证 X0为闭集，设 x ∈ X −{p1, · · · , pm}−Ξ且在 X0的闭包中，则有 {xk}⊂ X0

为收敛到 x的点列，现设 xk ∈ Imuk，其中 uk ∈MS(J). 那么由紧化定理2.79可知

{uk}有子列收敛于 u ∈MS(J)，且 x ∈ Imu，因此 u不为节点曲线，否则由定义

可知 x ∈ Ξ，进而与 x ∈ X0矛盾，因此可知 X0闭. 由 Ξ余维数 2，因此不改变连

通性，可知 X −{p1, · · · , pm}−Ξ连通，因此

X0 = X −{p1, · · · , pm}−Ξ.

上述论证表明，X −{p1, · · · , pm}中的任一点要么落在 J−全纯嵌入球面的

像中，要么落在一条节点曲线的像中. 结合每一条节点曲线实际上就是两条 J−

全纯嵌入球面横截相交于一个节点，并且这样的节点曲线只有有限条. 因此我

们实际上给出了 X 上一个由 J−全纯球面给出的一个奇异叶状结构，奇点包括

p1, · · · , pm以及那些节点曲线的节点.

现在注意到MS(J)为光滑可定向二维流形，我们希望证明其紧化MS(J)为

一个可定向闭曲面，只需注意到对任意节点曲线 u ∈MS(J)，不难对 Im u上的

一个光滑点 p选取 M −{p1, · · · , pm}中的一个 2维小圆盘 D和这个奇异叶状结

构的其余叶子至多交于一点，从而 D可视为MS(J)在 u邻域的一个局部坐标，

因此是光滑闭曲面.并且我们有光滑映射

π : M−{p1, · · · , pm}→MS(J),

其中把点 p送至经过该点的唯一一条曲线或节点曲线.

同时可以证明
[6]
，上述 π 在点 pi 附近满足 Lefschetz铅笔基点的局部模型，

且在临界点处满足 Lefschetz纤维化的局部模型，但囿于篇幅我们省略具体的验

证.因此综上我们得到了，

• 若 m = 0，则 π : M →MS(J)为到定向闭曲面的 Lefschetz纤维.

• 若 m > 0，我们先证明此时MS(J)微分同胚于 CP1，注意到所有曲线和节
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点曲线均穿过 p1，并且两两横截相交，因此我们可以将每条曲线对应于其

像在 p1 点处的切空间，则是 (Tp1M,J) ∼= (C2,
√
−1)的一条复直线 (由 J−

全纯)，因此可知MS(J)一一对应于 C2 中的复直线，也即 CP1. 故结合此

事实我们说明了 π : M −{p1, · · · , pm} →MS(J) = CP1 是一个 Lefschetz铅

笔.

注 4.4 不难看到每根纤维实际上就是 J−全纯球面，从而是辛子流形，特别的 S

本身也为纤维.

综上，我们有 (X ,ω) 允许一个辛 Lefschetz 铅笔或纤维的结构，且使得

p1, · · · , pm 为基点，S等同成某根光滑纤维，并且每条奇异纤维均为一条MS(J)

中的节点曲线，故每条节点曲线只有 1个节点，故不存在奇异纤维包含多余一

个的临界点.

现在更进一步，我们证明 (X ,ω)允许没有奇异纤维的辛 Lefschetz铅笔当且

仅当 m ∈ {0,1}且 (X \S,ω)为极小的.

一方面，若 m ∈ {0,1}且 (X \S,ω)为极小的，当 m = 0时，则可知其奇异

纤维为节点曲线，也即包含两个分支，每个分支都是自交数为 m− 1 = −1的

辛嵌入球面，由命题2.81可知奇异纤维与 S交点数为 m = 0，进而不交，这与

(X \S,ω)极小矛盾. 类似地，当 m = 1时，则可知其奇异纤维也为节点曲线，并

且两个分支都是辛嵌入球面，且一个自交数为 0，一个为 −1，此时这条奇异纤

维与 S恰好交于 m = 1个点，并且这个点落在自交数为 0的那个球面上，因此

我们在 X \S中再次找到了一个例外球面，与极小性矛盾. 因此此时 (X ,ω)上允

许没有奇异纤维的辛 Lefschetz铅笔.

另一方面，若 (X ,ω)允许没有奇异纤维的辛 Lefschetz铅笔，则由命题3.20可

知基点数 m < 2，也即 m ∈ {0,1}. 假如 (X \ S,ω)并非极小，那么设有例外球

面 E ⊂ (X \ S,ω)，则由定理3.12可知 E 同痕进而同调于一条嵌入 J−全纯球面

uE : S2 → X . 由 [E] · [S] = 0以及正相交定理可知，uE 的像要么与MS(J)的全体

不交，要么为其中的一份子. 但后者由 [E] · [E] =−1，[S] · [S] = m ≥ 0可知不会发

生，因此一定会存在奇异纤维包含 E.

综上，我们完成了定理D的证明.
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第二节 定理B的证明

我们在本节从定理D出发给出定理B的证明，我们首先回忆一下定理陈述：

定理 4.5 (定理B) 设 (X ,ω)为一个闭连通的辛四维流形，且包含一个辛嵌入球面

S ⊂ X 使得

[S] · [S]≥ 0,

则 (X ,ω)辛同构于以下两者之一：

• (CP2,c ·ωFS)，其中 c > 0为某一常数，

• 爆破辛直纹面.

证明. 我们先证明在上述假设下存在辛嵌入球面 S′ ⊂ X 使得

[S′] · [S′] ∈ {0,1}.

若不然，假设全体辛嵌入球面的最小自相交数为 m ≥ 2，则由定理D可知我们有

Lefschetz铅笔

π : X −{p1, · · · , pm}→ CP1,

且使得 S为纤维，由命题3.20以及基点个数为 m ≥ 2，我们知道一定存在奇异纤

维，并且由定理D，奇异纤维实际上就是节点曲线，且这些节点曲线恰好有两个

分支，在基点外恰好横截相交于一点，以及每个分支都是辛嵌入球面. 进而可知

每个分支 v不仅为辛嵌入球面，还满足

[v] · [v] = c1(ν(Imv)) =−1+b,

这里 ν(Imv))表示 Imv在 X 中的法丛，b表示 Imv上的基点个数，因此这表明 X

中还存在辛嵌入球面自相交数为 −1+b ≤−1+m < m，与 m的最小性矛盾！

因此我们知道存在辛嵌入球面 S ⊂ X 使得

[S] · [S] ∈ {0,1}.
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• 若 m = 0，则定理D给出了一个 Lefschetz纤维

π : X → Σ,

这里 Σ =MS(J)，且奇异纤维为节点曲线，每个分支自交数为−1+0 =−1，

也即奇异纤维是由两个辛嵌入例外球面横截相交于一点得到，因此我们辛

坍缩其中一个分支，重复若干次后即可去掉所有奇异纤维，最终得到 Σ上

一个光滑的 S2丛，也即一个辛直纹面，因此可知 M是一个爆破直纹面.

• 若 m = 1，则定理D给出了一个 Lefschetz铅笔

π : M−{p}→ CP1,

并且每根奇异纤维为节点曲线，每条节点曲线恰好有一个分支是辛嵌入

例外球面，因此我们可以对每个奇异纤维的例外球面分支进行辛坍缩得

到 (M′,ω ′)，其为一个 CP1上有一个基点的纤维均光滑且微分同胚于 S2的

Lefschetz铅笔，故有 M′微分同胚于 CP2.

现在由定理3.22可知辛形式 ω ′可以和 ωFS用一族辛形式连接起来，从而可

知存在 c > 0使得 [ω ′] = c[ωFS]，进而由Moser稳定定理[8]
可知，ω ′辛形变

等价于 c ·ωFS.

因此 M 为 (CP2,c ·ωFS)的辛爆破，注意到只要爆破一次即得到辛直纹面，

因此划归到上一类型中.

综上，我们完成了证明！ □
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第五章 Seiberg-Witten不变量

本章我们将会对光滑四维流形上的 Seiberg-Witten不变量给出一个实用性的

介绍，并证明对于光滑闭四维流形 X，且满足 b+2 (X)> 1，则

• 若其允许正数量曲率度量，则 Seiberg-Witten不变量恒为 0.

• 若其允许辛结构 ω，则 c1(X ,ω)对应的 Seiberg-Witten不变量不为 0.

因此结合这两个结果我们可以得到若闭辛四维流形上允许正数量曲率度量，

则 b+2 = 1(由注1.2可知辛四维流形均满足 b+2 ≥ 1). 这也是我们下一章讨论的出发

点.

第一节 Clifford模与 Dirac算子

我们在这节主要介绍光滑四维流形上的 Seiberg-Witten 理论必要的自旋

(spin)几何的知识.

5.1.1 Clifford代数

我们首先从纯粹的线性代数出发，考虑

定义 5.1 (Clifford代数) 设 (V,g)为欧氏空间，g为其上的内积且带有标准正交

基 {e1, · · · ,en}，我们称 (V,g)的 Clifford代数为，

Cl(V ) = T (V )/I,

其中 T (V ) 是张量代数
⊗
n≥0

V⊗n，理想 I 由 {v⊗ v+ |v|2 : v ∈ V} 生成，这里

|v|2 = g(v,v). 我们用 v ·w来表示 v⊗w在 Cl(V )中的乘积.

容易看到，作为一个实向量空间 Cl(V )维数为 2n，且有基

ei1ei2 · · ·eik , i1 < i2 < · · ·< ik, 0 ≤ k ≤ n.
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注 5.2 由 g(v+w,v+w)的展开式不难证明在 Cl(V )中有 v ·w+w · v =−2g(v,w).

例 5.3 我们有

• Cl(R)∼= C,因为其由 1,e1生成且 e2
1 =−1；

• Cl(R2)∼=H,因为其由 1,e1,e2,e1e2生成，且恰好对应于 1, i, j,k，也即四元

数体 H的基.

定义 5.4 (Cliford模) 固定欧氏空间 (V,g)，设 S 为一个复 Hermitian 空间，且

带有 Hermitian度量 〈,〉，称 (S,γ)为 (V,g)的一个 Clifford模若有 Clifforf乘法

γ : V → End(S)满足对任意 v,w ∈V，有

• γ(v)γ(w)+ γ(w)γ(v) =−2g(v,w)Id;

• γ(v) =−γ(v)∗.

事实上由上述关系不难看到我们有自然的延拓 γ : Cl(V )→ End(S)，也即 (S,γ)实

际上是 Clifford代数 Cl(V )上的一个复表示.

例 5.5 对 V = R2我们有 S = C2是一个 Clifford模，其中

γ(e1) =

0 −1

1 0

 , γ(e2) =

 0
√
−1

√
−1 0

 .

例 5.6 对 V = R3，我们有 S = C2 以及 γ(ei) = Bi 是一个 Clifford模，其中 Bi 表

示如下的 Pauli矩阵

B1 =

√−1 0

0 −
√
−1

 , B2 =

 0
√
−1

√
−1 0

 , B3 =

0 −1

1 0

 .

例 5.7 对 V = R4我们有 S = C4是一个 Clifford模，其中

γ(e0) =

 O I2

−I2 O

 , γ(ei) =

O Bi

Bi O

 , i = 1,2,3.

更一般的，我们有

定理 5.8 ([12]) 设 (V,g)为一个 n维欧氏空间，则
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• 若 n = 2k则在同构意义下 (V,g)存在唯一的有限维不可约 Clifford模 (S,γ)

且 dimC S = 2k；

• 若 n = 2k+1，则在同构意义下 (V,g)恰好存在两个有限维不可约 Clifford

模 (S,γ), (S,−γ)且 dimC S = 2k.

这里我们的 Clifford模之间的同构是指，

定义 5.9 我们称 V 的两个 Clifford模 (S,γ)与 (S′,γ ′)是同构的，如果存在两个

Hermitian 空间之间的线性等距变换 f : S → S′ 使得 f ◦ γ(v) = γ ′(v) ◦ f 对任意

v ∈V 都成立.

一个简单的结果是

命题 5.10 (Schur) 设 (S,γ)为 V 的一个不可约 Clifford模，则 (S,γ)的任一自同

构均形如 λ · Id，其中 λ ∈ S1，也即 Aut(S,γ)∼= S1。

证明. 设 f : (S,γ)→ (S,γ)为一个同构，则 f 为一个酉变换，从而 f 可以对角化，

设 Si为 f 特征值为 λi的特征子空间，则 |λi|= 1，也即 λi ∈ S1.

注意到对任意 v ∈V，有 γ(v)◦ f = f ◦γ(v)，因此可知 Si可视为一个子模，因

此由不可约性我们有 Si = S，综上我们完成了证明. □

5.1.2 切丛的 Clifford模

现在我们将上一小节的概念推广至向量丛上的情形. 在接下来的讨论中，我

们总约定 (M,g)为闭黎曼流形，g为其上的黎曼度量.

定义 5.11 设 E → M 为一个带有 Hermitian度量 〈,〉的复向量丛，我们称其为 M

上的一个 Clifford模，如果其上存在丛映射 γ : T M → End(E)使得对任意 p ∈ M，

(Ep,γ)是 (TpM,g)的一个 Clifford模.

更精准地，丛映射 γ : T M → End(E)具有如下性质：对任意 u,v ∈ X(M),

• γ(u)γ(v)+ γ(v)γ(u) =−2g(u,v)Id；

• γ(v) =−γ(v)∗，也即 〈γ(v)σ1,σ2〉=−〈σ1,γ(v)σ2〉.

我们也称 γ 为 E 上的 Clifford乘法.

注 5.12 容易看到 γ : T M → End(E)可以自然延拓成丛映射 γ : Cl(T M)→ End(E)，

这里 Cl(T M) := ∪p∈MCl(TpM)容易看到为一个向量丛.
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现在我们可以开始着手定义 SW方程中需要的关键原料——Dirac算子了，

定义 5.13 (Dirac丛) 设 E → M为一个 Clifford模，则其更进一步被称为 M上的

Dirac丛如果其上存在一个联络 dA使得对任何 E 的截面 σ1,σ2及 σ，有

• dA为酉联络 (unitary connection)，也即 d〈σ1,σ2〉= 〈dAσ1,σ2〉+ 〈σ1,dAσ2〉；

• dA与 Clifford乘法相容，也即

dA(γ(v)σ) = γ (d∇v)σ + γ(v)dAσ ,

这里 d∇ : Γ(T M)→ Γ(T ∗M⊗T M)表示切丛 T M上唯一的 Levi-Civita联络.

注 5.14 回忆一个向量丛 E → M上的联络 dA是指一个满足 Lebniz法则的丛同态

dA : Γ(E)→ Γ(T ∗M⊗E) =: Ω1(E)，其可以自然延拓到 dA : Ωk(E)→ Ωk+1(E)，这

里 Ωk(E) := Γ(∧kT ∗M⊗E).

我们记联络 dA的曲率为 FA := dA ◦dA，容易证明 FA ∈ Ω2(End(E)).

注 5.15 有时为了方便起见，我们用 v ·σ 来简记 γ(v)(σ).

定义 5.16 (Dirac算子) 设 E → M为一个 Dirac丛且带有联络 dA,，则我们称

/DA : Γ(E) dA−→ Γ(T ∗M⊗E)
g−→ Γ(T M⊗E)

γ−→ Γ(E)

为 E 上的 Dirac算子

注 5.17 这里我们用黎曼度量 g表示同构 T ∗M → T M，其中 g : ω 7→ ω]，这里对

任意 X ∈ Γ(T M)，有 g(ω],X) = ω(X).

命题 5.18 (Dirac算子的局部表达式) 局部上设 {ei}为 T M|U 的一组标准正交基，

则对任意 σ ∈ Γ(E)|U，我们有

/DAσ =
n

∑
i=1

ei ·∇A
ei

σ ,

这里 ∇A
X σ := dAσ(X).
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证明. 局部上设 {ei}为 {ei}的对偶基，也即 ei = e[i，则我们有

dAσ = ei ⊗dAσ(ei) = ei ⊗∇A
ei

σ ∈ Γ(T ∗M⊗E)|U ,

因此

g◦dAσ =
n

∑
i=1

ei ⊗∇A
ei

σ ,

从而我们最终有

/DAσ = γ ◦g◦dAσ =
n

∑
i=1

ei ·∇A
ei

σ ,

即为所证. □

5.1.3 Dirac算子的基本性质

本节我们利用 Dirac算子的局部表达式 (命题5.18)来证明两条基本的性质，

也即 Dirac算子的自伴性以及 Lichnerowic公式.

Dirac算子的自伴性

定理 5.19 设 E → M为M上的 Dirac丛且带有 Dirac算子 /DA : Γ(E)→ Γ(E)，则

/DA是自伴的，也即对任意 σ1,σ2 ∈ Γ(E)，我们有

( /DAσ1,σ2) = (σ1, /DAσ2),

这里 (,)表示Γ(E)上的由 〈,〉诱导的Hermitian内积，也即 (σ ,τ) :=
∫

M
〈σ ,τ〉dvolM.

证明. 我们在点 p ∈ M处进行局部计算，因此我们可以选取 p处的法坐标使得局

部上 T M 存在标准正交基 {ei}使得 (∇eie j)p = 0，因为法坐标保证了 Γk
i j(p) = 0.
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从而在 p点我们有,

〈 /DAσ1,σ2〉=
n

∑
i=1

〈ei ·∇A
ei

σ1,σ2〉

=
n

∑
i=1

−〈∇A
ei

σ1,ei ·σ2〉 酉联络的性质

=
n

∑
i=1

−ei〈σ1,ei ·σ2〉+ 〈σ1,∇A
ei
(ei ·σ2)〉

=
n

∑
i=1

−ei〈σ1,ei ·σ2〉+ 〈σ1,ei ·∇A
ei

σ2〉 利用(∇eie j)p = 0

= 〈σ1, /DAσ2〉+
n

∑
i=1

−ei〈σ1,ei ·σ2〉.

现在对 −ei〈σ1,ei ·σ2〉这一项，回忆对任意 X ∈ Γ(T M)，我们有

divX :=
n

∑
i=1

g(∇eiX ,ei),

从而在点 p处，我们有

divX =
n

∑
i=1

eig(X ,ei),

因此我们可以定义一个向量 X，使得其满足对任意 Y ∈ Γ(T M) 有 g(X ,Y ) :=

−〈σ1,Y ·σ2〉.从而我们在 p处成立进而在任一点均成立

〈 /DAσ1,σ2〉= 〈σ1, /DAσ2〉+divX ,

进而再由散度定理

∫
M

divXdvolM = 0，我们即可完成证明. □

Lichnerowic公式

Dirac算子最早被引入的动机是想得到 Laplace算子的平方根，而本小节将

要讨论的 Lichnerowic公式就会揭示出两者之间的联系.

我们首先来回顾一下 Laplace算子的定义与基本性质，

定义 5.20 (联络 Laplace算子) 设 E → M 有酉联络 dA = ∇A，则我们有 联络
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Laplace算子 ∆A : Γ(E)→ Γ(E)，且局部上定义为

∆Aσ :=−
n

∑
i=1

(
∇A

ei
◦∇A

ei
σ −∇A

∇eiei
σ
)
,

这里 {ei}为一族局部标准正交基.

注 5.21 这里 ∇A
∇ei ei
项是为了保证这么定义的算子不依赖于 {ei}的选取，因此可

以整体良定义.

不难证明联络 Laplace算子也是自伴的，

命题 5.22 对任意 σ1,σ2 ∈ Γ(E)，我们有

∫
M
〈∆Aσ1,σ2〉dvolM =

∫
M
〈∇Aσ1,∇Aσ2〉dvolM =

∫
M
〈σ1,∆Aσ2〉dvolM,

因此我们有 ∆A自伴且正定.

证明. 我们再次局部计算，设 p ∈ M，我们选取局部标准正交基 {ei} 使得

(∇eie j)p = 0，从而在点 p，我们有

〈∆Aσ1,σ2〉=
n

∑
i=1

−〈∇A
ei

∇A
ei

σ1,σ2〉

=
n

∑
i=1

−ei〈∇A
ei

σ1,σ2〉+ 〈∇A
ei

σ1,∇A
ei

σ2〉

= divX + 〈∇Aσ1,∇Aσ2〉,

其中 X 定义为 g(X ,Y ) :=−〈∇A
Y σ1,σ2〉，注意到 ∇Aσ = ∇A

ei
σ ⊗ ei，其中 Ω1(E)上

的内积是逐点给出的.

从而我们再次使用散度定理即可完成证明. □
现在我们可以开始陈述并证明 Lichnerowic公式，

定理 5.23 (Lichnerowic公式) 设 E → M 为带有联络 dA 的 Dirac丛，以及 Dirac

算子 /DA则我们有

/D2
A = ∆A +

1
2

γ(FA),

其中 FA ∈ Ω2(End(E))表示联络 dA对应的曲率.
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注 5.24 这里 γ : Γ(∧2T ∗M⊗End(E))→ Γ(End(E))是自然的延拓，更精准的，可

局部选取 {ei}及其对偶 {ei}，则对 FA =
n

∑
i, j=1

ei ∧ e j ⊗FA(ei,e j)我们有

γ(FA) =
n

∑
i, j=1

γ(ei ∧ e j)◦FA(ei,e j) = 2 ∑
i< j

γ(ei)γ(e j)◦FA(ei,e j).

注 5.25 利用基本的黎曼几何不难证明 FA(ei,e j)σ = ∇A
ei

∇A
e j

σ −∇A
e j

∇A
ei

σ −∇A
[ei,e j]

σ .

证明. 逐点计算，在 p ∈ M处，选取局部标准正交基 {ei}使得 (∇eie j)p = 0，从

而我们有 [ei,e j]p =
(
∇eie j −∇e jei

)
p = 0，进而在 p点，我们有

/D2
Aσ =

(
n

∑
i=1

ei ·∇A
ei

)(
n

∑
j=1

e j ·∇A
e j

)
σ

=
n

∑
i, j=1

ei ·∇A
ei

(
e j ·∇A

e j
σ
)

=
n

∑
i, j=1

ei · e j ·∇A
ei

∇A
e j

σ 利用(∇eie j)p = 0

=−
n

∑
i=1

∇A
ei

∇A
ei

σ +∑
i< j

ei · e j

(
∇A

ei
∇A

e j
−∇A

e j
∇A

ei

)
σ

= ∆Aσ +
1
2

γ(FA)σ 利用(∇eie j)p = [ei,e j]p = 0,

综上我们完成了证明. □

第二节 四维流形上的 Spinc结构

在这一节我们在光滑四维流形上借助其上的 Spinc 结构给出一个 Clifford模

与 Dirac算子的例子，这个 Dirac算子正是我们将会在 Seiberg-Witten方程中重

点考虑的对象.

我们考虑如下群，

• Spin(4) := SU(2)×SU(2).

视 SU(2) = Sp(1)，也即 H上的等距变换群，注意到四元数 H中的元素均
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可以写成二阶复矩阵，也即

a+bi+ c j+dk =

a+
√
−1b −d +

√
−1c

d +
√
−1c a−

√
−1b

 ,

从而我们有

φ : Spin(4)→ GL(H), (X+,X−) 7→
(
q 7→ X−qX−1

+

)
,

容易验证实际上 Imφ = SO(4)，也即为等距变换，并且 kerφ ∼= Z/2Z，也

即我们借助 φ 给出了 Spin(4)到 SO(4)的二叶覆叠.

• Spinc(4) := {(A+,A−) ∈ U(2)×U(2)|det(A+) = det(A−)}，不难看到其也可

以表示为
{
(λX+,λX−)|X± ∈ SU(2),λ ∈ S1}∼= (S1 ×Spin(4))/{±(1, I, I)}.

不难看到我们也有

ρ : Spinc(4)→ GL(H), (λX+,λX−) 7→
(
q 7→ X−qX−1

+

)
, (5.1)

因此仍然可以证明 Imφ = SO(4)，也即为等距变换. 因此我们有 ρ :

Spinc(4)→ SO(4).

我们也有映射 α : Spinc(4)→ U(1), (A+,A−) 7→ det(A+) = det(A−).

定义 5.26 (Spinc结构) 设 (X ,g)为一个光滑闭四维黎曼流形，设 PSO(4)为其正交

标架丛，则 (X ,g)上的一个Spinc(4)结构 s是一个 X 上的 Spinc(4)主丛 PSpinc(4)，

且有丛映射 PSpinc(4) → PSO(4)使得逐纤维为(5.1)中的 ρ : Spinc(4)→ SO(4)，也即

我们有同构 c : PSpinc(4)×ρ SO(4)→ PSO(4).

我们记 Spinc(4) 结构 s 的行列式线丛为 Ls := PSpinc(4)×α C，记 s 的第一

Chern类为 c1(s) := c1(Ls).

对于四维流形上的 Spinc结构，我们有如下基本定理，

定理 5.27 ([1]) 设 (X ,g)为一个光滑闭四维黎曼流形，记

Char(X) := {k ∈ H2(X ;Z) : k∪a ≡ a∪a mod 2, ∀a ∈ H2(X ;Z)}
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表示 X 的全体特征元素，则

• 对任意 (X ,g)上的 Spinc(4)结构 s，我们有 c1(s) ∈ Char(X).

• 对任意特征元素 K ∈ Char(X)，存在 Spinc(4)结构 s使得 K = c1(s).

因此 X 上的 Spinc结构与特征元素一一对应. 特别的，光滑闭四维流形上总存在

Spinc(4)结构.

注意到我们有投影映射

ρ± : Spinc(4)→ U(2), (A+,A−)→ A±,

因此我们可以得到配丛

S± := PSpinc(4)×ρ± C
2,

其中 S+称为正旋量丛，S−称为负旋量丛，两者的截面分别称为正/负旋量. 我们

记 S = S+⊕S−为旋量丛，不难看到我们有 det(S+)∼= det(S−)∼= Ls，det(S)∼= L⊗2
s .

现在我们来回归主题，说明可以借助 X 上的 Spinc 结构构造出一个 Clifford

模以及 Dirac算子，

定理 5.28 对 X 上的旋量丛 S = S+⊕ S−，存在 γ : T X → End(S) 使得 (S,γ) 为

(X ,g)上的 Clifford模.

证明. 这是基本的线性代数练习，考虑 Spinc(4) = (S1 ×Spin(4))/{±(1, I, I)}，因

此用 [λ ,X+,X−]表示，则注意到

• ρ : Spinc(4)→ GL(V )，这里V ∼=H，其中 (λX+,λX−) 7→
(
q 7→ X−qX−1

+

)
，且

有

PSpinc(4)×ρ H∼= T X .

• ρ± : Spinc(4)→ GL(W±)，这里W± ∼=C2，其中 (λX+,λX−) 7→ (q 7→ X±qλ )，

且有

PSpinc(4)×ρ± C
2 ∼= S±.

注意到 ρ± 可以诱导出 Spinc(4) 到 HomC(W+,W−) 上的表示，且不难发现这

即 ρ，因此我们有表示空间同构 V ⊗C ∼= HomC(W+,W−)，进而可知有丛同构
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γ : T X ⊗C→ HomC(S+,S−)，不难验证这即是符合要求的 Clifford乘法. □

注 5.29 事实上，我们可以进一步证明[12]
，(X ,g)上的一个 Spinc(4)结构完全由

(S±,γ)决定，这里 S±为 X 上两个 c1相同的秩为 2的 Hermitian丛，γ : T X ⊗C→

HomC(S+,S−)为同构，且满足 γ(v)∗γ(v) =−|v|2IdS+ .

因此之后我们总用 s= (S±,γ) = (S,γ)来表示 (X ,g)上的一个 Spinc结构. 且

由定理5.8关于不可约 Clifford模分类定理，我们可以知道局部上 γ 可以表示成

例5.7的形式.

注 5.30 由定理5.28不难看到，给定 Spinc结构 s= (S,γ)，以及任意 α ∈ H2(X ;Z)，

我们有新的 Spinc结构

s+α := (S⊗Lα ,γ ⊗ Id) ,

其中 Lα 为 X 唯一的满足 c1 = α 的复线丛. 不难看到

c1(s+α) = c1(S+⊗Lα) = c1(s)+2α.

现在固定 Spinc 结构 s = (S,γ)，我们考虑对 X 上的 Cliford模 (S,γ)上定义

Dirac算子. 我们首先考虑 PSpinc(4)主丛上的联络，回忆这是一个 Spinc(4)的李代

数值的 1形式，结合 S1 ×Spin(4)为 Spinc(4)的二叶覆叠，且 Spin(4)为 SO(4)

的二叶覆叠，因此我们有李代数同构

spinc(4)∼= so(4)⊕u(1) = so(4)⊕
√
−1R,

因此我们考虑 PSO(4)上的 Levi-Civita联络，也即 so(4)值的 1形式，以及行列式

线丛 Ls上的任意酉联络 A ∈ A(Ls)，则可以组合得到 PSpinc(4)上的联络.

现在对上述得到的 PSpinc(4) 上的联络，可以诱导出配丛 S上的联络 ∇A，不

难验证这满足定义5.16要求的，因此我们有 Dirac算子

/DA : Γ(S) ∇A−→ Γ(T ∗X ⊗S)
g−→ Γ(T X ⊗S)

γ−→ Γ(S).

考虑诱导在配丛 S± 上的联络 ∇±
A，则我们也有对应的 /D±

A : Γ(S±)→ Γ(S∓)，
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且不难看到

/DA =

 O /D−
A

/D+
A O

 ,

则由定理5.19可知 /DA自伴，因此可知 /D±
A 互为伴随.

现在定理5.28，Lichnerowic公式的基础上可以进一步得到，

定理 5.31 ([13]) 设 (X ,g)为光滑闭四维黎曼流形，s= (S,γ)为其上的一个 Spinc

结构，设 A为 Ls上的一个酉联络，则设 dA 对应的曲率为 FA，记 A诱导 S上的

联络为 ∇A，以及对应的 Dirac算子为 /DA，设 ∆A为 S上 ∇A诱导的联络 Laplace

算子，则我们有

/D2
A = ∆A +

1
4

sg +
1
2

γ(FA),

其中 sg表示 (X ,g)的数量曲率，FA ∈ Ω2(X ;
√
−1R)，这里 γ 作用为 Clifford乘法

的自然延拓.

证明. 首先由定理5.28，我们有

/D2
A = ∆A +

1
2

γ(RA),

这里 RA 是 S上联络 ∇A 对应的曲率，则进一步由 ∇A 由 (X ,g)上 Levi-Civita联

络 d∇ 以及 A决定，因此设 d∇ 对应的曲率为 R，也即经典的黎曼曲率，则我们

有 RA = R+FA，进而

1
2

γ(RA) = ∑
i< j

ei · e j ◦
(
R(ei,e j)+FA(ei,e j)

)
=

(
∑
i< j

ei · e j ◦R(ei,e j)

)
+

1
2

γ(FA).

79



第五章 Seiberg-Witten不变量

不难利用局部坐标展开计算证明 R(ei,e j) =
1
4

n

∑
k,l=1

Ri jklek · el，进而我们有

1
2

n

∑
i, j=1

ei · e j ◦R(ei,e j) =
1
8

n

∑
i, j,k,l=1

Ri jklei · e j · ek · el

=
1
8

n

∑
l=1

1
3 ∑

i 6= j 6=k 6=i

Ri jkl +Rki jl +R jkil︸ ︷︷ ︸
由 Bianchi恒等式=0

ei · e j · ek

 · el

+
1
8

(
n

∑
i, j=1

Ri jilei · e j · ei +
n

∑
i, j=1

Ri j jlei · e j · e j

)
· el

=
1
4

n

∑
i, j,l=1

Ri jile j · el =−1
4

n

∑
i, j,l=1

Ri jlie j · el

=−1
4

n

∑
j,l=1

Ric jle j · el =
1
4

n

∑
j=1

Ric j j =
1
4

sg,

其中我们用到了 Ric jl = Ricl j. □

第三节 Seiberg-Witten模空间

我们在本节中首先会讨论自/反对偶形式，以及将正旋量丛 S+ 上线性同态

与曲率联系起来的平方映射，然后我们终于可以陈述 Seiberg-Witten方程，并介

绍其解构成的模空间.

5.3.1 自/反对偶形式与平方映射

设 (X ,g)为定向闭光滑四维黎曼流形，则我们有 Hodge ∗g算子：

∗g : Ω2(X)→ Ω2(X), ∗g(ei ∧ e j) = (ek ∧ el),

其中 {ei}4
i=1 为一组 Ω1(x)的局部标准正交基，且 (i, j,k, l))为 (1,2,3,4)的偶置

换排列.

容易看到 ∗2
g = Id，因此有特征值 ±1，这启发我们定义，

定义 5.32 给定定向闭光滑四维黎曼流形 (X ,g)，则我们有 Λ2(T ∗X)∼= Λ+(T ∗X)⊕
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Λ−(T ∗X)，两者的截面分别可定义为

• 自对偶二形式构成的向量空间记为 Ω+(X ,g) = {ω ∈ Ω2(X)| ∗g ω = ω}.

• 反自对偶二形式构成的向量空间记为 Ω−(X ,g) = {ω ∈ Ω2(X)| ∗g ω =−ω}.

由 Ω2(X) = Ω+(X ,g)⊕Ω−(X ,g)，我们有任意 ω = ω++ω−，其中

ω+ =
1
2
(ω +∗gω) ∈ Ω+(X ,g), ω− =

1
2
(ω +−∗g ω) ∈ Ω−(X ,g)

注 5.33 由 Hodge分解定理，我们有 H2
dR(X)∼=H2(X ,g)，后者表示 (X ,g)上的调

和 2形式，并且 H2(X ,g)∼=H+(X ,g)⊕H−(X ,g)，其中 H±(X ,g)表示自/反对偶

调和二形式，我们记 b±2 := dimH±(X ,g)，容易证明这是不依赖黎曼度量选取的.

上述的自对偶形式与正旋量丛有着密切的联系：

命题 5.34 设 (X ,g)为光滑闭定向四维黎曼流形，s = (S,γ)为其上的一个 Spinc

结构，则我们有 End0(S+) 与
√
−1Λ+(T ∗X) 丛同构，其中 End0(S+) = { f ∈

End(S+)|tr( f ) = 0}，也即迹为 0的线性变换.

证明. 局部上可以划归成纯粹的线性代数问题，注意到局部上选取标准正交

基 {ei}3
i=0，则

√
−1∧+ (T ∗X) 由 E1 := e0 ∧ e1 + e2 ∧ e3, E2 := e0 ∧ e3 − e1 ∧ e4 与

E3 := e0 ∧ e3 + e1 ∧ e2生成，注意到由注5.29可知我们有

γ(e0) =

 O I2

−I2 O

 , γ(ei) =

O Bi

Bi O

 , i = 1,2,3.

直接计算即可得到

γ(Ei) =

2Bi O

O O

 , i = 1,2,3.

注意到我们有 End0(C2)恰好可由 B1,B2,B3生成，因此我们得到了一个直接的同

构 γ :
√
−1Λ+(T ∗X)→ End0(S+). □

注 5.35 从上述证明我们也不难看到任意 f ∈ End0(W+)，存在自对偶二形式

α ∈ Ω+(X ,g)使得对任意 Φ ∈ Γ(S+)，我们有 f (Φ) =
√
−1α ·Φ.

现在我们终于可以开始讨论定义 SW方程需要的最后一块拼图了——平方
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映射. 任给 Φ ∈ Γ(S+)，则我们可以如下定义 (Φ⊗Φ∗)0 ∈ End0(S+)：首先考虑

Φ⊗Φ∗ ∈ End(S+), ψ 7→ 〈Φ,ψ〉Φ,

然后我们取其迹为 0的部分，

(Φ⊗Φ∗)0 ∈ End0(S+), ψ 7→ 〈Φ,ψ〉Φ− |Φ2|
2

ψ.

我们也可以利用局部坐标直接验证 (Φ⊗Φ∗)0 ∈ End0(S+)，设有 Φ = (a,b)T，

则

(Φ⊗Φ∗)0 =

a

b

 ·
(

ā b̄
)
− |a|2 + |b|2

2
Id

=

1
2
(
|a|2 −|b|2

)
ab̄

āb
1
2
(
−|a|2 + |b|2

)
 ∈ End0(C2).

因此我们可以定义

定义 5.36 我们称如下定义的 σ : Γ(S+) → Ω+(X ,g;
√
−1R) = Γ

(√
−1Λ+(T ∗X)

)
为平方映射，

σ(Φ) := γ−1 ((Φ⊗Φ∗)0) ,

其中 γ−1为在注5.35中提到的 End0(S+)与
√
−1Λ+(T ∗X)的同构.

5.3.2 Seiberg-Witten方程

我们在本小节中介绍 Seiberg-Witten方程，以及U(1)规范群和 Seiberg-Witten

模空间的定义.

我们首先回顾一下基本的假设，设 (X ,g)为一个光滑闭定向四维黎曼流形，

s= (S,γ)为其上的一个 Spinc结构. 记 Ls := detS±为 s的行列式线丛，则其上的

任意联络 dA，其中 A ∈ ALs
∼= Ω1(X ;

√
−1R)与 (X ,g)上的 Levi-Civita联络搭配

得到 (S,γ)上的一个联络 ∇A，且使得 (S,γ,∇A)为 (X ,g)上的 Dirac丛，我们进而
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也有 Dirac算子 /DA.

定义 5.37 我们称 
/DAΦ = 0 Dirac方程,

F+
A = σ(Φ) 曲率方程.

为 Seiberg-Witten方程 (以后简记为 SW方程)，其中 Φ ∈ Γ(S+)为正旋量，F+
A ∈

Ω+(X ;
√
−1R) 为 Ls 上联络 dA 对应的曲率 FA 的自对偶分量，σ : Γ(S+) →

Ω+(X ;
√
−1R)为定义5.36中的平方映射.

注 5.38 设 δ ∈ Ω+(X ;
√
−1R)，则我们称


/DAΦ = 0,

F+
A = σ(Φ)+δ ,

为δ−扰动 SW方程.

注意到 SW方程的解 (A,Φ)落在空间 ALs ×Γ(S+)中，且一般而言利用规范

变换可以从一个解得到另一个解，因此在具体考虑 SW方程前我们先仔细给出

规范群的定义.

注意到我们考虑的丛是 (S,γ)，因此规范群为 G := Aut(S,γ)，由 Shur引理

(命题5.10)可知这即全体C∞(X ,S1)，也即我们有规范群为

G ∼=C∞(X ,S1).

我们如下定义 G 作用在 ALs ×Γ(S+)上，

g.(A,Φ) := (g(A),g ·Φ), g ∈ G,

其中 g(A) 对应的联络 dg(A) := g ◦ dA ◦ g−1. 因此不难计算得到[10]
，g(A) = A+

2g−1dg，也即 g.(A,Φ) = (A+2g−1dg,g ·Φ).
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我们记 SW : ALs ×Γ(S+)→ Ω2
+(X ;

√
−1R)×Γ(S−)为 SW映射，其中

SW(A,Φ) :=
(
F+

A −σ(Φ), /DAΦ
)
.

容易看到 SW映射是 G−等变的[13, 14]
，因此可知若 (A,Φ)为 δ−扰动 SW方程的

解，则对任意 g ∈ G，g.(A,Φ)也为 δ−扰动 SW方程的解. 因此我们在数 SW方

程解时应该模掉这些相差一个规范变换的解，这启发我们定义，

定义 5.39 设 (X ,g) 为光滑闭定向四维黎曼流形，s 为其上的一个 Spinc 结构，

δ ∈ Ω+(X ;
√
−1R)，则我们记δ−扰动的 SW模空间为

Ms(g,δ ) := SW−1(δ ,0)/G.

我们称 Bs :=ALs ×Γ(S+)/G 为构型空间，进而赋予Ms(g,δ ) ⊂ Bs 子空间拓扑.

我们记 P := {(g,δ )|g为黎曼度量, δ ∈ Ω+(X ;
√
−1R)}为参数空间.

5.3.3 可约与不可约解

我们想研究 SW模空间的结构，很自然的问题是其是否为光滑流形，因此

我们在本小节中先从这个角度出发初步对 SW方程的可能解进行一个分类.

一般而言对 G作用在ALs ×Γ(S+)，若有 g.(A,Φ) = (A,Φ)，则可以立刻得到

Φ = 0，且 dg = 0进而 g为常值映射，因此对于 (A,Φ) ∈ ALs ×Γ(S+)，我们有

• 若 Φ = 0，则 Stab(A,0) ∼= U(1).

• 若 Φ 6= 0，则 Stab(A,Φ)
∼= {1}.

因此粗糙地讲 G 作用在 (A,0)附近可能会产生奇点，而在 (A,Φ 6= 0)附近则

是光滑的，因此这启发我们称 SW方程的解 (A,0)为可约解，其余解称为不可约

解. 并且据此可以将 SW模空间划分为

Ms(g,δ ) =Mirr
s (g,δ )

⊔
Mred

s (g,δ ),

其中Mirr
s (g,δ )和Mred

s (g,δ )分别表示由不可约解和可约解构成的模空间.

正如上文所说，规范群在不可约解的局部作用自由，因此其可能会具有流
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形结构，事实也确实如此，我们有如下重要结果：

定理 5.40 ([13, 14]) 设 X 为光滑闭四维流形，且 b+2 (X)≥ 1，设 s为其上的一个

Spinc结构，则对一般性 (generic)的参数 (g,δ ) ∈ P(可以固定 g只扰动 δ )，我们

有 δ−扰动的 SW模空间的不可约解部分Mirr
s (g,δ )要么为空集，要么为一个可

定向光滑紧流形，且维数为

dimMirr
s (g,δ ) =

1
4
(
c1(s)

2 −2χ(X)−3σ(X)
)
,

其中 σ(X) = b+2 −b−2 为 X 的符号差. 更进一步，至多只有有限个 Spinc结构 s满

足模空间非空.

注 5.41 因为我们主要研究的对象是辛流形，因此我们这里约束 b+2 ≥ 1.

注 5.42 我们记 d(X ,s) :=
1
4
(
c1(s)

2 −2χ(X)−3σ(X)
)
，由 Atiyah-Singer 指标定

理
[14]
可以证明

1
8
(
c1(s)

2 −σ(X)
)
= Ind /DA ∈ Z，从而我们有

d(X ,s) = 2Ind /DA −1−b1 +b+2 .

既然我们对不可约解的部分已经了解的比较清楚了，我们自然会想去研究

可约解. 事实上，借助如下的概念，可约解的存在性可以被轻松刻画，

定义 5.43 给定 X 上的 Spinc结构 s，则我们称 P 的如下子集为墙，

Ws :=
{
(g,ω) ∈ P : prH+

(
c1(s)+

1
2πi

δ
)
= 0
}
,

其中 prH+ : Ω2(X)→H+(X ,g)为 Hodge分解中向 H+(X ,g)中的正交投影. 我们

称墙的补空间 P \Ws为室.

墙这个看似古怪的定义其实源自于如下结论，

命题 5.44 δ−扰动 SW方程有可约解当且仅当参数落在墙中，也即 (g,δ ) ∈Ws.

证明. 对可约解显然有 Dirac方程平凡，因此只需去解曲率方程. 现在固定一个
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联络 A0则曲率方程等价于寻找 a ∈ Ω1(X ; iR)使得

δ = F+
A0+a = F+

A0
+d+a,

从而只需找到 a使得

d+a = δ −F+
Aτ

0
.

由 Hodge分解 Ω+(X) =H+(X ,g)⊕d+
(
Ω1(X)

)
因此我们知道这等价于

prH+

(
δ −F+

A0

)
= 0,

注意到 prH+

(
F−

A0

)
= 0，且由 Chern-Weil定理 [FA0 ] =−2πic1(s)，综上可知存在

可约解当且仅当

prH+ (δ +2πic1(s)) = 0, 也即(g,δ ) ∈Ws,

综上我们完成了证明. □

现在注意到Ws是一个余维数为 b+2 (X)的无穷维仿射空间，因此当 b+2 (X)≥ 1

时，Ws为 P 中的零测集，故一般性选取参数 (g,δ )即可保证 (g,δ ) ∈ P \Ws，也

即此时不存在可约解，进而Ms(g,δ ) =Mirr
s (g,δ )，故结合定理5.40我们有

推论 5.45 设 X 为光滑闭四维流形，且 b+2 (X) ≥ 1，设 s 为其上的一个 Spinc

结构，则对一般性 (generic) 的参数 (g,δ ) ∈ P(事实上此时可以一般性选取

(g,δ ) ∈ P \Ws，并且可以固定 g 只扰动 δ )，我们有 δ− 扰动的 SW 模空间

Ms(g,δ )要么为空集，要么为一个可定向光滑紧流形，且维数为

dimMs(g,δ ) =
1
4
(
c1(s)

2 −2χ(X)−3σ(X)
)
.

其更进一步，至多只有有限个 Spinc结构 s满足模空间非空.

更精细的分析室 P \Ws可知，
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• 若 b+2 (X) = 1则室 P \Ws有两个室

(P \Ws)
+ :=

{
(g,δ ) : prH+

(
c1(s)+

1
2πi

δ
)
> 0
}

(P \Ws)
− :=

{
(g,δ ) : prH+

(
c1(s)+

1
2πi

δ
)
< 0
},

其中设 H+(X)由 ωg 生成，且

∫
X

ωg ∧ω > 0(为了和生成元 −ωg 区分开)，

则我们实际上有

prH+

(
c1(s)+

1
2πi

δ
)
=
∫

X

(
c1(s)+

1
2πi

δ
)
∧ωg.

更进一步不难发现，参数 (g1,δ1)与 (g2,δ2)存在避开墙的道路相连当且仅

当 (g1,δ1)与 (g2,δ2)在同一个室中.

• 若 b+2 (X)> 1则任意落在室内 P \Ws的 (g1,δ1)和 (g2,δ2)，总存在一族光

滑道路 (gt ,δt) ∈ P \Ws连接 (g1,δ1)和 (g2,δ2) .

注 5.46 这里我们讨论一族避开墙的参数 {(gt ,δt)}的原因在于，粗糙地讲将会有

⋃
t
Ms(gt ,δt)

给出一个从Ms(g1,δ1)到Ms(g2,δ2)的一个光滑配边，反之假如这族参数穿墙而

过，也即有某个中间参数 (gs,δs)落在墙上，因此Ms(gs,δs)就不一定是光滑流

形，可约解处就会成为奇点，因此得不到两者的光滑配边.

这些讨论下一节中定义 SW不变量是至关重要的.

另一方面，除了考虑借助划分可约解与不可约解来保证模空间的光滑性，我

们也可以通过减小规范群实现，注意到对 (A,0) ∈ALs ×Γ(S+)，G 在该点的稳定

化子为到 U(1)的常值映射，因此我们若考虑固定 X 上基点 ∗，定义

G0 = {g ∈C∞(X ,S1)|g(∗) = 1},

则可知 G0 自由作用在 ALs ×Γ(S+)，进而自由在子空间 SW−1(δ ,0)上，因此我
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们可以证明，

定理 5.47 ([14]) 若 b+2 (X)≥ 1，则对一般性的 (g,δ ) ∈ P，我们有模空间

M̃s(g,δ ) := SW−1(δ ,0)/G0

为紧光滑可定向流形，且维数为 d(X ,s)+1.

事实上从显然的纤维化 U(1)→G →G0，可以诱导出纤维化

U(1)→ M̃s(g,δ )→Ms(g,δ ),

也即对一般性的 (g,δ )，我们有 M̃s(g,δ )为 δ−扰动 SW模空间上的一个 S1 丛，

由此也可以粗略看出维数为 d(X ,s)+1的原因.

第四节 SW不变量与基本性质

我们在本节中将会给出 Seiberg-Witten不变量的定义，并介绍一些基本的性

质，并且在本节末尾利用 SW不变量给出四维流形上允许正数量曲率度量的一

个障碍.

5.4.1 基本定义

回忆对于光滑闭四维黎曼流形 (X ,g)，设 s为其上的一个 Spinc 结构，则对

δ ∈ Ω+(X ;
√
−1R)，我们有 δ−扰动的 SW模空间Ms(g,δ )，以及减小规范群得

到的模空间 M̃s(g,δ ).

由上一节的结果可知，当 b+2 (X)≥ 1时，对于一般性选取的参数 (g,δ )，我

们有 M̃s(g,δ )和Ms(g,δ )分别是维数为 d(X ,s)+1和 d(X ,s)的紧可定向光滑流

形，并且我们有 M̃s(g,δ )是Ms(g,δ )上的光滑 S1−丛，且记这个丛对应的第一

chern类为 c1

(
M̃s(g,δ )

)
.

现在我们可以开始定义 SW不变量了，出于马上会看到的技术原因，我们

分为 b+2 (X)> 1与 b+2 (X) = 1两种情形去定义.
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¶ b+2 (X)> 1时

定义 5.48 设 X 为一个可定向闭光滑四维流形，且 b+2 (X)> 1，则对任意 Spinc结

构 s，选取一组一般性的参数 (g,δ ) ∈ P，我们定义 s的 Seiberg-Witten不变量为

SWX(s) :=


〈

c1

(
M̃s(g,δ )

) d(X ,s)
2

, [Ms(g,δ )]

〉
若d(s,X)≥ 0且为偶数

0 若d(s,X)< 0或为奇数

.

注 5.49 由注5.42可知 d(X ,s) ≡ 1+ b1 + b+2 mod 2，因此对于 b1 + b+2 为偶数的

四维流形其 SW不变量总是平凡的.

上述定义的过程其实含糊了如下一个良定义的事实，也即不依赖于一般性

参数的选取，

命题 5.50 b+2 (X)> 1时，定义5.48给出的 SW不变量

SWX : Spinc(X)→ Z

是良定义的，其中 Spinc(X)表示 X 上全体 Spinc结构构成的等价类.

证明. 由注5.46可知，当 b+2 (X)> 1时，任意两个一般性参数 (g0,δ0)和 (g1,δ1)

之间都存在一族避开墙Ws的光滑参数 {(gt ,δt)}t∈[0,1]连接，进而我们有

M̃s ({gt ,δt}) :=
⋃

t∈[0,1]
M̃s(g,δ ), Ms ({gt ,δt}) :=

⋃
t∈[0,1]

Ms(g,δ )

分别给出了 −M̃s(g0,δ0)tM̃s(g1,δ1)与 −Ms(g0,δ0)tMs(g1,δ1)的配边，并且

我们将每个 U(1)→ M̃s(gt ,δt)→Ms(gt ,δt)收集起来也有纤维化

U(1)→ M̃s ({gt ,δt})→Ms ({gt ,δt}) .

现在由Ms(g0,δ0)与Ms(g1,δ1)配边可知两者的基本类在 H∗ (Ms ({gt ,δt}) ;Z)中
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是相同的，进而我们有〈
c1

(
M̃s(g0,δ0)

) d(X ,s)
2

, [Ms(g0,δ0)]

〉
=

〈
c1

(
M̃s({gt ,δt})

) d(X ,s)
2

, [Ms(g0,δ0)]

〉

=

〈
c1

(
M̃s({gt ,δt})

) d(X ,s)
2

, [Ms(g1,δ1)]

〉
=

〈
c1

(
M̃s(g1,δ1)

) d(X ,s)
2

, [Ms(g1,δ1)]

〉
,

进而可知我们 SWX 的定义不依赖于一般性参数的选取. □

因此在 b+2 (X)> 1时，我们有良定义的 SW不变量，回忆定理5.27，我们有

Spinc(X)和 X 上的特征元素 Char(X)通过 c1 实现一一对应，因此我们有时也会

记 SWX(c1(s)) := SWX(s).

更进一步，由注5.30，假如固定基点 Spinc 结构 s0，那么我们也可以得到

SW不变量，SWX(s0+ ·) : H2(X ;Z)→ Z，其中对任意 α ∈ H2(X ;Z)，更具体的有

SWX(s0 +α) = SWX(c1(s0)+2α).

¶ b+2 (X) = 1时

如命题5.50所示，当 b+2 (X)> 1时，任何两个一般性的参数都可以用避开墙

的道路连接起来，这在此时并不一定能办到，因为此时墙Ws将参数空间分隔成

了两个室 (P \Ws)
±，一般而言对于不在同一室内的参数，两者对应的 SW不变

量是不同的，因此此时 SW不变量是依赖于参数的，进而定义，

定义 5.51 设 X 为一个可定向闭光滑四维流形，且 b+2 (X) = 1，则对任意 Spinc

结构 s，选取一组一般性的参数 (g,δ ) ∈ P，我们定义 (s,(g,δ ))的 Seiberg-Witten

不变量为

SWX(s,(g,δ )) :=


〈

c1

(
M̃s(g,δ )

) d(X ,s)
2

, [Ms(g,δ )]

〉
若d(s,X)≥ 0且为偶数

0 若d(s,X)< 0或为奇数

.

事实上由墙外 P \Ws 只有两个室，因此类似命题5.50的证明可以表明此时

SW不变量应该恰好有两个值 SW±
X (s)，对应于选取的一般性参数落在 (P \Ws)

±.

并且我们有如下的穿墙公式，
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定理 5.52 ([15], theorem 9.9) 设 X 为 b+2 = 1 且 b1 = 0 的闭连通光滑四维流形，

则对任何 Spinc结构 s，若 d(X ,s)≥ 0，则

SW+
X (s)−SW−

X (s) =±1,

也即穿墙而过 SW不变量改变 ±1.

Li-Liu[16]，Ohta-Ono[17] 几乎在同一时间对上述穿墙公式推广至其余 b1 的情

形，推广的穿墙公式正是证明定理E的关键，我们会在第六章中展开讨论.

5.4.2 正数量曲率度量的障碍

现在我们来看一个 SW不变量最简单的应用，也即给出正数量曲率度量存

在性的一个障碍，

定理 5.53 设 X 为闭连通光滑四维流形且 b+2 > 1，若其上允许正数量曲率度量 g，

则我们有 X 上的 SW不变量均为 0，也即 SWX ≡ 0.

证明. 由 X紧可知存在 ε > 0使得min
p∈X

sg(p)> ε > 0，这里 sg为 g对应的数量曲率.

假如存在 s使得 SWX(s) 6= 0，则由 SW不变量的定义可知存在 δ ∈ Ω+(X ;
√
−1R)

满足 max
p∈X

|δ (p)|< ε
2
且使得存在 (A,Φ)为 δ−扰动 SW方程的解，也即

/DAΦ = 0, F+
A = σ(Φ)+δ .

注意到 b+2 > 1，因此可以进一步让选取的 δ 保证没有可约解，也即 Φ 6= 0.

现在回忆我们有 Lichnerowicz公式 (定理5.31)，

/D2
A = ∆A +

1
4

sg +
1
2

γ(FA),

因此作用在 Φ上并与 Φ配对，则有

0 = /D2
AΦ = ∆AΦ+

1
4

sgΦ+
1
2

γ(F+
A )Φ, (5.2)

其中回忆命题5.34的证明可知 γ : Λ−T ∗X → S+是平凡的，也即 γ(F−
A )Φ = 0.
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现在将(5.2)整体与Φ做内积并在 X 上积分，则利用 ∆A的自伴性 (命题5.22)，

以及 F+
A = σ(Φ)+δ，我们有

0 ≥
∫

X
|∇AΦ|2 +

∫
X

(
1
4

sg −
1
2
|δ |
)
|Φ|2 +

∫
X

1
2
|Φ|4, (5.3)

其中用到了 〈δ ·Φ,Φ〉 ≥ −|δ | · |Φ|2，以及 〈σ(Φ) ·Φ,Φ〉= |Φ|4，后者不难从平方

映射 σ 的定义中得到.

因此现在对任意 p ∈ X，由

1
4

sg(p)− 1
2
|δ (p)| ≥ 1

4
max
q∈X

sg(q)−
1
2

max
r∈X

|δ (r)|> ε
4
− ε

4
> 0,

结合(5.3)可知一定有 ∇AΦ = 0,Φ = 0，这表明 (A,Φ) = (A,0)为可约解，与我们

的假设矛盾！因此可知对任意 s我们有 SWX(s) = 0. □

注 5.54 容易看到在上述证明过程中，我们只用到 b+2 > 1的条件来保证 SW不变

量是良定义的，因此事实上后续证明可以说明，在 b+2 (X) = 1的情形，若扰动项

δ 充分小，比如满足 max
p∈X

|δ (p)|< 1
2

min
p∈X

sg(p)，且 (g,δ )不落在墙Ws上 (因此不

存在可约解)，那么我们也有

SWX(s,(g,δ )) = 0.

注 5.55 定理5.53即为我们在本章开篇试图证明的一个结果，我们在下一节将会

证明另一个结果，也即四维辛流形的 SW不变量不为 0(更具体的，定理5.56).

第五节 辛四维流形的 SW不变量

本节我们的主要目的是证明如下的基本结果：

定理 5.56 (C.Taubes) 设 (X ,ω)为闭连通辛四维流形，且 b+2 > 1，则存在 X 上的

Spinc结构使得对应的 c1为 c1(X ,ω)，且

SWX(c1(X ,ω)) =±1,
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特别的，b+2 > 1的辛四维流形 SW不变量不恒为 0.

进而正如本章开篇所说，结合定理5.53与注1.2，我们有如下推论：

推论 5.57 设 (X ,ω) 为闭连通辛四维流形，若其上允许正数量曲率度量，则

b+2 (X) = 1.

这是我们下一章证明定理E的出发点.

5.5.1 辛四维流形上的 Spinc结构

设 (X ,ω)为辛四维流形，选取 J为一个 ω−相容的近复结构，也即有

g(v,w) := ω(v,Jw)

为 X 上的黎曼度量. 进而可知可以局部选取标准正交基 {ei}4
i=1与其对偶 {ei}4

i=1，

使得

Je1 = e2, Je3 = e4,

从而 ω = e1 ∧ e2 + e3 ∧ e4，故

∗gω = ω. (5.4)

也即我们有辛形式 ω 为一个自对偶二形式，ω ∈ Ω+(X)，且 |ω|=
√

2.

现在对 (X ,ω,J,g)，由 (T X ,J)为复向量丛，因此结构群为 U(2)，也即可由一

组闭上链 (cocycle){hαβ : Uαβ →U(2)}= {[λ ,A]}，这里 {Uα}为一组好覆盖
[18]
，且

Uαβ :=Uα ∩Uβ . 记 detT X = K−1
X ，则其由闭上链 {det◦hαβ : Uαβ →U(1)}= {λ 2}

决定，这里 KX 表示 X 上的典范线丛，也记为 detT ∗X .

注 5.58 我们这里 {λ 2}是简记以表示闭上链的具体表达式，为了方便阅读省略

了下标.

注意到U(2) = {[λ ,A] : λ ∈ S1,A ∈ SU(2)}= S1×SU(2)/±1，以及 Spinc(4) =

{[λ ,A+,A−] : λ ∈ S1,A± ∈ SU(2)} = S1 ×SU(2)×SU(2)/±1. 因此我们可以自然
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将闭上链 {hαβ : Uαβ → U(2)}利用

i : U(2)→ Spinc(4), [λ ,A] 7→

λ ,

λ 0

0 λ−1

 ,A

 ,

提升为闭上链 {i◦hαβ : Uαβ → Spinc(4)}=


λ ,

λ 0

0 λ−1

 ,A

，因此可知对
J我们可以找到一个 X 上的 Spinc结构 sJ .

回忆我们通过

ρ± : Spinc(4)→ U(2), [λ ,A+,A−] 7→ [λ ,A±]

来构造 S±，因此我们有 sJ 对应的 S± 分别具有闭上链 {ρ+ ◦ i ◦ hαβ : Uαβ →

U(2)}=


λ ,

λ 0

0 λ−1

=


λ 2 0

0 1

为对角阵，且一个为 detT X = K−1
X

的转移函数 {λ 2}，一个为平凡丛的，因此我们有 S+ ∼= K−1
X ⊕C.

类似地我们有 {ρ− ◦ i ◦ hαβ : Uαβ → U(2)} = {[λ ,A]} = {hαβ : Uαβ → U(2)}，

进而可知 S− ∼= T X .

由此也可知 c1(sJ) = c1(S±) = c1(detT X) = c1(T X ,J) = c1(X ,ω).

小结一下，对于辛流形 (X ,ω,J,g)，我们利用 ω−相容的近复结构 J构造了

一个典范的 Spinc结构 sJ，并且可以得到

S+ ∼= K−1
X ⊕C, S− ∼= T X , c1(sJ) = c1(X ,ω).

为了更好的理解与描述 sJ 上的 Clifford乘法，以及 Dirac算子，我们需要先

简要回顾一些基本的近复几何的记号与结果.

5.5.2 插叙：近复几何回顾

我们先引入并固定将讨论并使用的记号，在本小节中我们总假设 (X ,J)为

近复流形.

94



第五章 Seiberg-Witten不变量

• T X ⊗C= T 1,0X ⊕T 0,1X，其中

– T 1,0X = {u−
√
−1Ju : u ∈ T X}，满足 J|T 1,0X =

√
−1 · id.

– T 0,1X = {u+
√
−1Ju : u ∈ T X}，满足 J|T 0,1X =−

√
−1 · id.

•
∧1 X ⊗C=

∧1,0 X ⊕
∧0,1 X，其中

–
∧1,0 X = (T 1,0X)∗ =

{
α −

√
−1α ◦ J : α ∈

∧1 X
}
，且对 ξ ∈

∧1,0 X，有

ξ |T 0,1X ≡ 0.

–
∧0,1 X = (T 0,1X)∗ =

{
α +

√
−1α ◦ J : α ∈

∧1 X
}
，且对 ξ ∈

∧0,1 X，有

ξ |T 1,0X ≡ 0.

利用
∧k(E ⊕F) =

⊕
p+q=k

∧p E ⊗
∧q F，我们可以定义

Λp,qX :=
(
Λ1,0X

)⊗p⊗(
Λ0,1X

)⊗q
,

则有
∧k X ⊗C=

⊕
p+q=k

∧p,q X .

• Ωk
C(X) := Γ

(∧k X ⊗C
)
，以及 Ωp,q(X) := Γ(

∧p,q X).

注 5.59 之后为了方便阅读，我们有时在不含糊的情况下会省略 X，也即用 Λp,q

来表示 Λp,qX .

现在设 (E,h)是辛流形流形 (X ,ω,J,g)上的复向量丛，且带有 Hermitian度

量 h，则我们有：

• Ωk(E) := Γ
(∧k X ⊗E

)
，即全体 E− 值的 k− 形式，同样有 Ωp,q(E) :=

Γ(
∧p,q X ⊗E)，也即全体 E− 值的 (p,q) 形式. 我们有分解 Ωk(E) =⊕
p+q=k Ωp,q(E).

• 对于 Hermitian度量 h，其可以诱导 h : E → E∗一个 C−反线性的同构，其

中 s 7→ h(·,s)，则我们可以定义

∗̄E : Λp,qX ⊗E → Λn−p,n−qX ⊗E∗,

其中对 φ ∈ Ωp,q(X)与 s ∈ Γ(E)，

∗̄E(φ ⊗ s) := ∗̄(φ)⊗h(s) := ∗φ ⊗h(s) = ∗(φ̄)⊗h(s),
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其中最后一个等号用到了 ∗是 C−线性延拓得到的.

• 在 Ωp,q(E)上我们可以定义 Hermitian度量 (·, ·)，其中

(α,β ) :=
∫

X
α ∧ ∗̄Eβ , ∀α,β ∈ Ωp,q(E),

这里 ∧对 E 和 E∗上的分量是 E ⊗E∗ → C的配对.

• 现在设 dA为 E 上的一个酉联络，FA为其对应的曲率，则我们有

dA = ∂A +∂ A,

其中 ∂A : Ω0(E)→ Ω1,0(E)，∂ A : Ω0(E)→ Ω0,1(E).

利用 ∗̄E 可以定义对偶算子 dA为 d∗A =−∗̄E∗ ◦dA∗ ◦ ∗̄E，以及类似的 ∂ ∗
A，∂ ∗

A，

这里 dA∗ 是 E 上联络 dA自然诱导在 E∗上的联络.

注 5.60 这里的分解 dA = ∂A +∂ A 并不能推广到一般，因为我们这里考虑的是近

复流形，故实际上更高维的情况下会出现如下的 Nijenhuis张量：

N (x,y) =
1
4
([Jx,Jy]− [x,y]− J[x,Jy]− J[Jx,y]) .

比如我们有
[10]
对任意 s ∈ Γ(E)，

∂ A∂ As = F0,2
A (s)− (∂As)◦N , (5.5)

这里 F0,2
A 表示曲率 FA的 2形式部分的 (0,2)分量.

对于辛流形 (X ,ω,J,g)，以及其上的 Hermitian向量丛 E，我们有一个十分

常用的公式：

命题 5.61 (∂ A对应的Witzenbock公式) 设 (X ,ω)为辛四维流形，J 是 X 上一个

ω−相容的近复结构，E 是 X 上的复向量丛，且带有联络 dA，则我们有

2∂ ∗
A∂ A(s) = d∗AdA(s)−

√
−1g(FA,ω)(s), (5.6)

96



第五章 Seiberg-Witten不变量

这里 s ∈ Γ(E)，g(FA,ω)是 2形式部分之间取内积.

证明. 如5.5.1开篇所言，利用局部标准正交基不难证明对任意 1形式 α，我们

有 Jα = ∗g(ω ∧α)，为了方便阅读，我们将 ∗̄E 与 ∗g等算子简记为 ∗，其并不会

太影响证明实质，则有

2∂̄ ∗
A ∂̄A(s) = 2∂̄ ∗

A
(
proj0,1 ◦dAs

)
= ∂̄ ∗

A

(
dA −

√
−1JdA

)
s

= ∂̄ ∗
A

(
dAs−

√
−1∗ (ω ∧dAs)

)
= d∗A

(
dAs−

√
−1∗ (ω ∧dAs)

)
= d∗AdAs−d∗A

√
−1∗ (ω ∧dAs) = d∗AdAs− (−∗dA∗)

√
−1∗ (ω ∧dAs)

= d∗AdAs−
√
−1∗dA (ω ∧dAs) = d∗AdAs−

√
−1∗ (dω ∧dAs+ω ∧dAdA(s))

= d∗AdAs−
√
−1∗ (ω ∧FA(s)) = d∗AdAs−

√
−1g(ω,FA)(s).

其中 proj0,1是 Ω1(E)向 Ω0,1(E)的投影，综上我们完成了证明. □

5.5.3 辛四维流形上的 SW方程

现在我们回归主线，我们已经在5.5.1小节中对辛流形 (X ,ω,J,g)构造了一

个典范的 Spinc结构 sJ，并且利用5.5.2小节中的记号，我们有

S+ ∼= C⊕K−1
X

∼= Λ0,0 ⊕Λ0,2, S− ∼= T X ∼= Λ0,1.

注 5.62 下面很快会看到这里同构 T X ∼= Λ0,1的具体表达式.

下面我们来逐渐重新认识一下 sJ 所对应的 Clifford乘法，Dirac算子以及平

方映射：

Clifford乘法

我们可以借助定理5.28直接验证有Clifford乘法 γ : T M⊗C→HomC(S+,S−)，

可由 T X × (Λ0,0 ⊕Λ0,2)→ Λ0,1，

v · ( f +α) =
√

2
(

f · v0,1 − (ιvα)0,1)
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给出，这里

• v 7→ v0,1是由同构 T X → Λ0,1给出的，其可具体表示为

v0,1 =
1
2

(
v∗+

√
−1v∗ ◦ J

)
,

这里 v∗为 1形式，且由 v∗(·) := g(·,v)给出. 不难由 Λ0,1的定义发现这是良

定义的，并且是同构.

• (ιvα)0,1是 Λ1 ⊗C→ Λ0,1的投影映射，其记为 β 7→ β 0,1，可以具体表示为

β 0,1 :=
1
2

(
β +

√
−1β ◦ J

)
,

这也是直接的定义.

• 这里
√

2源自于 Clifford乘法保持长度.

Dirac算子

现在我们来重新认识 Dirac算子了，事实上可以证明[10, 14]
，存在 LsJ

∼= K−1
X

上的典范联络 A0使得

/DA0 =
√

2
(

∂ +∂ ∗)
: Ω0,0 ⊕Ω0,2 → Ω0,1.

并且更一般的，对于任意 ε ∈ H2(X ;Z)，我们有 Spinc 结构 sJ + ε，且

LsJ+ε ∼= K−1
X ⊗L2

ε，这里 Lε 为 X 上 c1 = ε 的复线丛，并且 sJ +ε 的正负旋量丛分

别为

S+sJ+ε = Lε ⊕ (Lε ⊗Λ0,2), S−sJ+ε = Lε ⊗Λ0,1.

选取 Lε 上的任意 U(1)联络 B，则其与 LsJ = K−1
X 上特殊的联络 A0 共同诱

导了 LsJ+ε 上的联络 A = A0 ⊗1+1⊗2B =: A0 +2B，并且容易计算
[10]
其诱导的
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Dirac算子为

/DA0+2B : Γ(S+sJ+ε)→ Γ(S−sJ+ε) (5.7)

/DA0+2B =
√

2
(

∂ B +∂ ∗
B

)
. (5.8)

这里利用了 Γ(S+sJ+ε)
∼= Ω0,0(Lε)⊕Ω0,2(Lε)，Γ(S−sJ+ε)

∼= Ω0,1(Lε)，因此 ∂ B即

为我们在5.5.2小节的约定的记号，在这里使用说良定义的.

平方映射

现在为了重写 SW方程，我们只差再重新认识一下平方映射 σ 了，事实上

利用线性代数我们可以将平方映射分解成两个更直接的表达式.

回忆相容三元组 (ω,J,g)，我们对 Λ2 ⊗C有两种分解，按照 J分解有 Λ0,2 ⊕

Λ1,1⊕Λ2,0，按照 g分解，有自/反对偶 2形式的分解Λ2⊗C= (Λ+⊗C)⊕(Λ−⊗C)，

不难利用局部标准正交基验证辛形式 ω 联系起了这两种分解：

命题 5.63 ([13, 14]) 我们有同构

Λ+⊗C= Λ0,2 ⊕Λ2,0 ⊕C ·ω, Λ−⊗C= 〈ω〉⊥ ⊂ Λ1,1.

实际上，也可以利用闭上链条件验证

Λ+ ∼= Λ0,2 ⊕R ·ω ∼= K−1
X ⊕R ·ω.

借助命题5.63，我们可以对此时的平方映射一个很好的刻画，此时对

σ : Γ(W+)→ Ω+(X ;
√
−1R)，也即 σ : Ω0,0⊕Ω0,2 →

√
−1Ω+ ∼=R ·(

√
−1ω)⊕Ω2,0，

以及任意 f ∈ Ω0,0,β ∈ Ω0,2，容易验证
[13]σ 可以表示成

σ( f ,β )ω =
√
−1
(
| f |2 −|β |2

)
·ω, σ( f ,β )0,2 = 2 f ·β , (5.9)

这里对 η ∈ Ω+(X ;
√
−1R) ∼= R · (

√
−1ω)⊕Ω2,0，我们记 ηω 表示在 R · (

√
−1ω)

上的分量，η0,2表示在 Ω0,2上的分量.
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重写 SW方程

现在我们已经做好了充足的准备工作，但先回顾一下我们的目标：我们想要

证明辛流形 (X ,ω,J,g)上 c1(X ,ω) := c1(X ,J) = c1(sJ)对应的 SW不变量为 ±1.

但对于 Spinc结构 sJ，我们有

d(X ,sJ) =
1
4
(
c1(sJ)

2 −2χ(X)−3σ(X)
)
,

注意到此时 (T X ,J)为复向量丛，因此利用分裂原则不难计算得到

p1(T X) = c1(T X ,J)2 −2c2(T X ,J),

其中 p1(T X)表示切丛 T X 作为实向量丛的第一 Pontryagin类，进而由Hirzebruch

号差定理

σ(X) =
1
3

∫
X

p1(T X),

以及

∫
X

c2(T X ,J) = χ(X)，我们有

d(X ,sJ) = 0,

特别的，c1(sJ)
2 = 2χ(X)+3σ(X).

因此此时 sJ 对应的 SW模空间为 0维流形，进而为了证明其对应的 SW不

变量为 ±1，我们只需要证明存在某个扰动 SW方程解有唯一的解即可！

注 5.64 这里我们用 ±1是因为含糊了定向有关的细节.

考虑正常数 ρ ∈ R+，B ∈ Ω1(X ;
√
−1R)，则其可视为 X 上平凡丛 L0 = C的

联络，并且不难注意到 A = A0 +2B给出了 LsJ 上的全体联络.

现在我们对 Spinc结构考虑如下的扰动 SW方程，

DAΦ = 0

F+
A = σ(Φ)+F+

A0
−
√
−1ρ2ω,

(5.10)
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也即选取扰动项 F+
A0
−
√
−1ρ2ω，这里利用了 ω 是在诱导的黎曼度量 g下实的自

对偶 2形式，也即
√
−1ω ∈ Ω+(X ;

√
−1R)，因此扰动的参数是良定义的.

现在利用如下的特殊刻画，

• A = A0 +2B，从而

– 由(5.7)，我们由

/DA = /DA0+2B =
√

2
(

∂ B +∂ ∗
B

)
.

– FA = FA0 +2FB，这里 FB是视为平凡丛 L0 = C上的曲率，其实际上就

是 dB ∈ Ω2(X ;
√
−1R).

从而我们也有 F+
A = F+

A0
+2F+

B .因此曲率方程可以简化为

2F+
B = σ(Φ)−

√
−1ρ2ω.

• 利用 S+ ∼= Λ0,0 ⊕Λ0,2，，我们设 Φ = ( f ,β ) ∈ Γ(S+)，其中 f ∈ Ω0,0 即光滑

函数，β ∈ Ω0,2.此时 Dirac方程可以改写为

∂ B f +∂ ∗
Bβ = 0.

• 利用 Λ+ ∼= R ·ω ⊕Λ0,2，以及(5.9)，我们有

σ( f ,β )ω =
√
−1(| f |2 −|β |2)ω,

这里上标表示对应的 ω 分量，以及类似的对应的 (0,2)分量，也即

σ( f ,β )0,2 = 2 f β .
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因此曲率方程可以根据这个分解进一步改写为 (F+
B )0,2 = f β

(F+
B )ω =

√
−1(| f |2 −|β |2 −ρ2)ω,

由命题5.63，我们有 Λ−⊗C ⊂ Λ1,1，因此 (F−
B )0,2 = 0，进而可知 F0,2

B =

(F+
B )0,2 = f β，以及 (F+

B )ω =
√
−1(| f |2 −|β |2 −ρ2)ω 等价于

√
−1g(FB,ω) = |β |2 −| f |2 +ρ2.

综上，我们将扰动 SW方程(5.10)成功改写为
∂ B f +∂ ∗

Bβ = 0

F0,2
B = f β

√
−1g(FB,ω) = |β |2 −| f |2 +ρ2.

(5.11)

从(5.11)可以立刻看到取 B = 0，则 FB = 0，进而有 f = ρ，β = 0是一个解.

我们下面的目标就是去证明在规范变换下，解 (B, f ,β ) = (0,ρ,0)是唯一的.

注意到
√
−1g(FB,ω)这一项比较眼熟，这让我们回忆起来如下的Weitzen-

bock公式 (参考命题5.61)，

2∂ ∗
B∂ B = d∗BdB −

√
−1g(FB,ω)

因此我们插入方程(5.11)的第 3项
√
−1g(FB,ω) = |β |2 −| f |2 +ρ2，即可得到

d∗BdB f = 2∂ ∗
B∂ B f +

(
|β |2 −| f |2 +ρ2) · f .

上式与 f 取内积，并在 X 上积分可得 (节约记号省略体积元 dVolg)，

∫
X
|dB f |2 = 2

∫
X

∣∣∣∂ B f
∣∣∣2 +∫

X

(
|β |2 −| f |2 +ρ2) | f |2.
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再次插入方程(5.11)的第 1项 ∂ B f +∂ ∗
Bβ = 0，我们有

∫
X
|dB f |2 =−2

∫
X

g
(

β ,∂ B∂ B f
)
+
∫

X

(
|β |2 −| f |2 +ρ2) | f |2. (5.12)

注意到(5.12)中的 ∂ B∂ B f 这一项又比较眼熟，因此回忆(5.5)，我们有 ∂ B∂ B f =

F0,2
B · f − (∂B f ) ◦N，这里 N 是 Nijenhuis 张量，因此结合方程(5.11)的第 2 项

F0,2
B = f β，一并代入(5.12)中，则有

∫
X
|dB f |2 =−2

∫
X

g
(
β , | f |2β − (∂B f )◦N

)
+
∫

X

(
|β |2 −| f |2 +ρ2) | f |2. (5.13)

将(5.13)进一步化简为

∫
X
|dB f |2 = 2

∫
X

g(β ,(∂B f )◦N )+
∫

X

(
−|β |2 −| f |2 +ρ2) | f |2. (5.14)

现在回过头来，对(5.11)第 1项
√
−1g(FB,ω) = |β |2 −| f |2 +ρ2 在整个 X 上

积分，注意到

∫
X

g(FB,ω)dvolg =
∫

X
FB ∧∗gω =

∫
X
dB∧ω =−

∫
X

B∧dω = 0,

其中用到了 ω 是自对偶的，FB 是平凡丛上的联络因此 FB = dB，以及 ω 是辛形

式从而 dω = 0. 因此我们有

∫
X
| f |2 −ρ2 =

∫
X
|β |2. (5.15)

注意到

(
−|β |2 −| f |2 +ρ2) | f 2|=−|β |2| f |2 −

(
| f |2 −ρ2)2 −ρ2 (| f |2 −ρ2) ,

从而利用 ρ 为常数，积分后可以用(5.15)将上式最后一项 ρ2 (| f |2 −ρ2)替换掉，
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也即有

∫
X

(
−|β |2 −| f |2 +ρ2) | f 2|=

∫
X
−|β |2| f |2 −

(
| f |2 −ρ2)2 −ρ2|β |2. (5.16)

现在将(5.16)代入(5.14)并且移项，单独裸露出含有难处理的 Nijenhuis张量，

则有

∫
X

(
|dB f |2 + |β |2| f |2 +

(
| f |2 −ρ2)2

+ρ2|β |2
)
= 2

∫
X

g(β ,(∂B f )◦N ) . (5.17)

注意到我们有

g(β ,(∂B f )◦N )≤C · |β | · |∂B f | ≤C · |β | · |dB f |

其中常数 C = C(X ,N ) 只依赖于 X 与其上的近复结构 J，与我们想要求解的

(B, f ,β )无关，因此我们进一步有

g(β ,(∂B f )◦N )≤C · |β | · |dB f | ≤ 1
4
|dB f |2 +C2|β |2, (5.18)

结合(5.17)与(5.18)我们有不等式

||dB f ||2 + || f ·β ||2 +
∣∣∣∣| f |2 −ρ2∣∣∣∣2 +ρ2||β ||2 ≤ 1

2
||dB f ||2 +2C2||β ||2,

也即有

0 ≤ 1
2
||dB f ||2 + || f ·β ||2 +

∣∣∣∣| f |2 −ρ2∣∣∣∣2 ≤ (2C2 −ρ2)||β ||2, (5.19)

因此当 ρ 充分大时，如当 ρ2 > 2C2，则我们有

dB f = 0, | f |2 = ρ2, β = 0. (5.20)

则有 | f |= ρ，因此在规范变换等价下，我们有 f 恒为常数 ρ，由 B上平凡丛上

的联络，因此 dB f = d f +B f = B f，由 ρ 6= 0进而 f 6= 0，可知 B = 0.
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综合上述论证可知，在规范变换下 (B, f ,β ) = (0,ρ,0)确实为方程(5.11)进而

方程(5.10)的唯一解，因此我们证明了定理5.56，也即对于辛四维流形 (X ,ω)，若

b+2 (X)> 1，则对于 Spinc结构 sJ，我们有

SWX(c1(X ,ω)) = SWX(sJ) =±1.

注 5.65 容易看到上述核心的论述，也即不等式估计说明解的唯一性并没有依赖

b+2 > 1这个条件，因此当 b+2 = 1时，我们有对 r充分大，

SWX

(
sJ,
(

gω ,F+
A0
−
√
−1rω

))
=±1.

第六节 本章小结

本章我们循序渐进，给出了一份关于光滑四维流形 Seiberg-Witten不变量的

实用性介绍.

• 第一节主要是铺垫我们引入 Seiberg-Witten理论必要的 Spin几何基础，主

要介绍了 Clifford模以及 Dirac算子相关的定义与性质.

• 第二节主要是介绍四维流形上的 Spinc 结构，一方面为第一节抽象定义的

Clifford模与 Dirac算子提供了具体的例子，另一方面也为我们后面介绍

SW方程搭建舞台.

• 第三节我们正式引入四维流形上 SW方程的定义，并介绍其解在规范变换

等价意义下构成的模空间的基本性质.

• 第四节我们利用第三节定义的 SW模空间去定义四维流形上的 SW不变

量，某种意义上对应于 SW方程解的数量，并结合 Lichnerowicz公式给出

了定理5.53的证明，也即 SW不变量可以提供正数量曲率度量存在的障碍.

• 第五节我们在辛四维流形上给出了一套具体的 SW不变量计算实例，并

在这个具体的例子上将本章前四节的定义显式的写下来，最后证明了定

理5.56，也即 b+2 > 1的辛四维流形上 SW不变量不恒为 0，并结合第四节

给出的正数量曲率度量存在的障碍，完整证明了推论5.57.
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第六章 SW不变量与伪全纯曲线

本章我们将给出定理A一侧的证明，也即

定理 6.1 设 (X ,ω)为闭辛四维流形，若其允许正数量曲率度量，则 X 要么是是

CP2，要么是爆破直纹面.

事实上，定理A的另一侧证明是容易的，熟知 CP2与 CP2上的 Fubini-Study

度量即为一个正数量曲率度量. 现在若 X 为直纹面，则有纤维化 S2 → X → Σ，则

不难缩小 S2 上的度量使得 S2 上的曲率充分大，从而可以得到正数量曲率度量.

更进一步对于爆破直纹面，拓扑上其为直纹面与若干 CP2的连通和，在 [19]中，

Gromov和 Lawson证明了对于 3维以上流形，两个带有正数量曲率度量的流形

连通和仍然具有正数量曲率度量，因此可知爆破直纹面上也有正数量曲率度量.

因此结合上述论述与定理6.1，我们可以得到定理A的证明.

回忆我们在上一章已经证明了 (推论5.57)，若闭辛四维流形 X 允许正数量

曲率度量，则 b+2 (X) = 1，本章从此出发开始讨论，也即如果不额外说明，我们

总假设 b+2 (X) = 1.

现在由定理B可知，为证明定理6.1，我们只需证明 (X ,ω)包含一个自相交

数非负的辛嵌入球面. 又由引理2.6可知，只需找到一个自相交数非负的 J−全纯

嵌入球面即可，这里 J为 ω−控制的.

我们寻找这样的 J−全纯球面的出发点是 Taubes证明的如下”SW⇒GW”定

理：

定理 6.2 ([3]) 设 (X ,ω)为闭辛四维流形，gω 为 ω 相容的黎曼度量，J是 ω−控

制的近复结构，sJ 为其上的 Spinc结构，且 LsJ = K−1
X ，A0为 K−1

X 上的典范联络，

则对 c ∈ H2(X ;Z)，

1. 若 b+2 (X)> 1，且 SWX(sJ + c) 6= 0，则 PD.c可以被表示为嵌入的 J−全纯

曲线.

106



第六章 SW不变量与伪全纯曲线

2. 若 b+2 (X) = 1，且对充分大的 r都有

SWX

(
sJ + c,

(
gω ,F+

A0
−
√
−1rω

))
6= 0, (6.1)

则 PD.c可以被表示为 J−全纯曲线，特别的，若 (X ,ω)极小，则可以被表

示为嵌入的 J−全纯曲线.

由定理6.2，假设我们找到了满足(6.1)的上同调类 c，我们怎么进一步说明其

可以被球面表示呢？事实上，如果我们进一步约束

c1(K−1
X ) · c > c2, (A)

那么设 PD.c = u∗[Σ]，这里 u : Σ → X 是 J−全纯的，Σ未必连通，则由联结不等

式2.62可知

[u] · [u]+ χ(Σ)≥ c1([u]),

由 [u] · [u] = c2，c1([u]) = 〈c1(T X), [u]〉= c1(K−1
X ) · c，因此我们有

χ(Σ)> 0,

因此可知 Σ一定有一个分量可被球面表示.

注 6.3 我们这里澄清一些记号：

• 回忆 c1(K−1
X ) = c1(T X ,J) = c1(X ,ω) = c1(sJ)，我们会在行文中使用其中最

直接的记号.

• 如在(A)中所见，为了行文方便，对于上同调类元素 A,B，我们用H2(X ;Z) ↪→

H2
dR(X)来定义

A ·B :=
∫

X
A∧B.

现在我们关心能不能把

SWX

(
sJ + c,

(
gω ,F+

A0
−
√
−1rω

))
6= 0
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这个条件也翻译成关于上同调类的不等式，首先注意到(6.1)成立的一个必要的

条件是 sJ + c对应的模空间维数 d(X ,sJ + c)≥ 0，也即

1
4
(
c1(sJ + c)2 −2χ(X)−3σ(X)

)
≥ 0, (6.2)

但由上一章的讨论可知 c1(sJ)
2 = 2χ(X)+ 3σ(X)，结合 c1(sJ + c) = c1(sJ)+ 2c，

我们可知(6.2)等价于 (
c1(K−1

X )+2c
)2 ≥ c1(K−1

X )2. (B)

那么现在在(B)的基础上，我们怎么保证 SW不变量(6.2)不为 0呢？首先对

正数量曲率度量 g0，我们由注5.54可以知道，若扰动项 δ 充分小且满足一般性

条件，则对任意 Spinc结构 sJ + c(回忆 sJ + c给出了全体 Spinc结构)，有

SWX(sJ + c,(g0,δ )) = 0. (6.3)

而另一方面，我们知道当考虑一族参数 {gt ,δt}若其穿过墙WsJ+c，则 SW

不变量会产生改变，因此或许有机会可以通过构造合适的一族参数来使得穿墙

过后 SW不变量改变非零值，最后即得到 SWX

(
sJ + c,

(
gω ,F+

A0
−
√
−1rω

))
6= 0！

因此我们在本章第一节中先仔细讨论一下关于穿墙前后 SW不变量的改变.

第一节 穿墙公式

我们先回忆一下穿墙有关的结果，我们知道对一族参数 {gt ,δt}，由 b+2 = 1，

可设 ωt ∈H2
+(X ;gt)为自对偶调和 2形式生成元，且满足

∫
X

ω ∧ωt > 0，则有参

数 (gs,δs)落在墙WsJ+c上当且仅当

∫
X

(
c1(sJ + c)+

1
2πi

δ
)
∧ωt = 0.

设对 Spinc结构 sJ +c，我们记一族参数穿墙前后 SW不变量改变±w(sJ +c)，我

们有如下计算该改变量的结果 (称为穿墙公式).

• 若 b1(X) = 0，则由定理5.52可知对任意 c ∈ H2(X)均有 w(sJ + c) =±1.
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• 若 b1(X)> 0，Li-Liu[16]，Ohta-Ono[17] 证明了存在 α ∈ H2(X)，使得对任意

c ∈ H2(X)，w(sJ + c) 6= 0当且仅当 c1(sJ + c) ·α 6= 0.

现在假设 (X ,ω) 为一个带有正数量曲率度量 g0 的闭辛四维流形，那么

由(6.3)以及注5.65，

SWX(sJ,(g0,δ )) = 0, SWX

(
sJ,
(

gω ,F+
A0
−
√
−1rω

))
=±1,

可知 w(sJ) 6= 0，并且实际上假设有一族参数从 (g0,δ )到
(

gω ,F+
A0
−
√
−1rω

)
穿

墙WsJ，那么存在 k ∈ Z使得

±1 = SWX

(
sJ,
(

gω ,F+
A0
−
√
−1rω

))
−SWX(sJ,(g0,δ )) = k ·w(sJ),

因此 w(sJ) =±1. 故当 b1(X)> 0时，我们有 c1(sJ) ·α 6= 0.

现在我们希望找到 c ∈ H2(X ;Z)使得 w(sJ + c) 6= 0，由穿墙公式这等价于

(c1(sJ)+2c) ·α 6= 0. 因此注意到

2((c1(sJ)+2c) ·α) = c1(sJ) ·α +(c1(sJ)+4c) ·α,

因此我们由 c1(sJ) ·α 6= 0可知 (c1(sJ)+ 2c) ·α 与 (c1(sJ)+ 4c) ·α 不会同时为 0，

总结一下我们便得到了，

命题 6.4 记号如定理6.2，则当 b1(X)> 0且 b+2 (X) = 1时，对任意 c ∈ H2(X ;Z)，

我们有 w(sJ + c)与 w(sJ +2c)至少有一个不为 0.

回过头来，我们考虑穿墙 SW改变量 w的目的是希望能找到 c满足(6.1)，现

在假如我们有 c满足 w(sJ + c) 6= 0，以及

∫
X

c1 (sJ + c)∧ω0 > 0, (6.4)

这里 ω0 ∈ H2
+(X ;g0)为自对偶调和 2形式生成元，那么我们现在考虑一族参数

空间的曲线 Γ : [0,∞) → P，使得 Γ(0) = (g0,δ )，且存在 r0 使得任意 r > r0 有

Γ(r) = (gω ,δ (r))，这里 δ (r) = F+
A0
− i · rω .
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注意到 ω 为 X 上的辛形式，故
∫

X
ω ∧ω > 0，因此存在 r1 充分大使得任意

r > r1，我们有 ∫
X

(
c1(sJ + c)+

1
2πi

δ (r)
)
∧ω < 0. (6.5)

因此假如初始 δ 选取的进一步小，使得不改变(6.4)的符号，也即

∫
X

(
c1(sJ + c)+

1
2πi

δ
)
∧ω0 > 0. (6.6)

那么现在由(6.5)与(6.6)两者符号相反，因此由介值定理，在曲线 Γ上一定会

有奇数个点使得对应的积分值为 0，进而可知有奇数个点落在墙WsJ+c上. 故可

设穿墙 2k+1次，且有 l 次穿墙在 Γ上 SW不变量改变 w(sJ + c)，有 2k+1− l

次穿墙在 Γ上 SW不变量改变 −w(sJ +c)，结合 r > max{r0,r1}后由积分值恒负

可知不在穿墙，那么对这样的 r我们有

SWX

(
sJ + c,

(
gω ,F+

A0
−
√
−1rω

))
−SWX(sJ + c,(g0,δ ))

= (l −2k−1+ l) ·w(sJ + c)

= (2(k− l)+1) ·w(sJ + c) 6= 0,

其中最后利用了 2(k− l)+1 6= 0以及 w(sJ + c) 6= 0.

那么现在由注5.54，SWX(sJ + c,(g0,δ )) = 0，因此我们可知对满足(6.4)的上

同调类 c，我们有对 r充分大，

SWX

(
sJ + c,

(
gω ,F+

A0
−
√
−1rω

))
6= 0,

即满足了定理6.2中的条件！

注意到(6.4)可改写为

(c1(K−1
X )+2c) ·ω0 > 0, (C)

因此我们知道了只要找到 c ∈ H2(X ;Z)同时满足
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(A) c1(K−1
X ) · c > c2，

(B)
(
c1(K−1

X )+2c
)2 ≥ c1(K−1

X )2，

(C)
(
c1(K−1

X )+2c
)
·ω0 > 0，

以及 w(sJ + c) 6= 0，那么由定理6.2以及之前的分析即可知道 PD.c可以被表示为

一个 J−全纯曲线 u : Σ → X，并且 Σ有一个分支 u0 = u|Σ0 : Σ0 → X 为 J−全纯球

面. 并且若 (X ,ω)极小，则 u0 可以做到为嵌入的 J−全纯球面，并且此时由 J−

全纯球面的存在性，结合伪全纯曲线存在的障碍 (推论2.42)，我们知道

−2+2c1([u0])≥ 0,

也即 c1([u0])≥ 1，从而由联结公式2.64，我们有

[u0] · [u0] = c1([u0])−χ(S2)≥−1.

因此在假设极小的条件下，也即不存在自相交数为−1的 J−全纯球面，因此

[u0] · [u0]≥ 0，也即我们真的找到了一个自相交数非负的辛嵌入球面 u0 : Σ0 → X！

综合以上讨论，我们实际上证明了：

命题 6.5 设 (X ,ω)为极小的闭辛四维流形，且带有正数量曲率度量 g0，则若存

在 c ∈ H2(X ;Z)使得其满足(A)，(B)，(C)和 w(sJ + c) 6= 0，那么 (X ,ω)中就会包

含一个自相交数非负的辛嵌入球面，进而 X 为 CP2或者是直纹面.

因此为了证明定理6.1以及进而定理A，我们借助命题6.5将问题转化成了一

个寻找上同调类这一纯粹代数拓扑的问题！我们将会在本章第二节通过分类讨

论找出这个上同调类 c，进而完成定理A在极小情形下的证明.

至于一般情形，从定理6.2我们并不一定能直接找到自相交数非负的球面 (因

为很可能用上述方法找到例外球面)，也并不一定能做到嵌入，因此我们会在本

章第四节中先证明McDuff通过浸入球面找到嵌入球面的定理6.18，并最终在第

五节中给出一般情形定理A的证明.

在结束本节之前，我们再证明一个将会用到的不等式：
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定理 6.6 设 ω0为正数量曲率度量 g0的自对偶 2形式，且满足
∫

X
ω0∧ω > 0，则

∫
X

c1(K−1
X )∧ω0 > 0.

证明. 我们已经知道对 Spinc结构 sJ，当 r充分大时 (g0,δ )和
(

gω ,F+
A0
−
√
−1rω

)
不在同一个室内，因此可知

∫
X

c1(K−1
X )∧ω0,

∫
X

(
c1(sJ + c)+

1
2πi

(
F+

A0
−
√
−1rω

))
∧ω < 0

两者积分符号相反，即证. □

第二节 定理A的证明 (极小情形)

本节我们证明定理A在假设 (X ,ω)极小下的情形，由第一节中的命题6.5可

知，只需找到 c ∈ H2(X ;Z)使得其满足(A)，(B)和(C)以及 w(sJ + c) 6= 0即可.

为此我们需要先铺垫一些基本的引理，

引理 6.7 (光锥引理) 设 Q(·, ·)为 Rn上的数量积，且存在标准正交基 {ei}n
i=1使得

Q(e1,e1) = 1, Q(e j,e j) =−1 ∀ 2 ≤ j ≤ n,

也即 Q是 (1,n−1)型的二次型. 我们记

L := {v ∈ Rn −{0} | Q(v,v)≥ 0}

为 Q的光锥 (light cone)，其有两个连通分支，且 v,w ∈ L在同一连通分支中当且

仅当 Q(v,w) ≥ 0，并且 Q(v,w) = 0当且仅当 v,w ∈ L即 Q(v,v) = Q(w,w) = 0以

及 v和 w线性相关.

证明. 设 v = (v+,v−) ∈ R×Rn−1，则 Q(v,v) = v2
+−|v−|2，因此可知 v ∈ L当且

仅当 |v+| ≥ |v−|，故不难看到 L有两个连通分支，取决于 v+的正负.

进一步若 w = (w+,w−) ∈ P，且 v,w在同一连通分支，即 v+w+ > 0，则由
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Cauchy不等式，

Q(v,w) = v+ ·w+−〈v−.w−〉 ≥ v+ ·w+−|v−| · |w−| ≥ v+ ·w+−|v+| · |w+|= 0,

并且取等号当且仅当 |v+|= |v−|，|w+|= |w−|，且 v,w共线，即证.

□

注 6.8 我们将会在 H2(X ;R)上对相交形式 QX 以及注6.3中提到的二次型使用上

述光锥引理，事实上容易看到由辛形式满足

∫
X

ω ∧ω > 0，可知辛形式总是落在

光锥里的.

引理 6.9 设 X 为闭辛流形，且带有正数量曲率度量，则

1. 若 2χ(X)+3σ(X)> 0，则 H1(X ;Z) = 0.

2. 若 2χ(X)+3σ(X) = 0，则 b1(X) = 0或 b1(X) = 2，更进一步若 b1(X) = 2，

则有 b−2 (X) = 1.

证明. 注意到

2χ(X)+3σ(X) = 4+5b+2 (X)−b−2 (X)−4b1(X),

注意到此时 b+2 = 1，则有上式为 9−b−2 (X)−4b1(X)，且辛流形总有 b1(X)+b+2 (X)

为奇数 (辛流形为近复流形，近复流形总满足这个条件)，

1. 若 9−b−2 (X)−4b1(X)> 0，则 b1(X) = 0或 2，

• 若 b1(X) = 2，则 b−2 (X) = 0，则 σ(X) = 1，由 H1(X) 6= 0，从而存在某个

有限叶覆叠，覆叠重数为 d ≥ 2，X̃，则 X̃ 也是一个辛流形带有正数量曲率

度量，因此 b+2 (X̃) = 1，但 σ(X̃) = d ≥ 2，因此矛盾！

• 若 b1(X) = 0，则反证 H1(X ;Z)包含非平凡挠群，则其基本群含有非平凡

挠元素，依然考虑其对应的覆叠从号差亦可得到矛盾.

2. 这是直接的计算. □

现在我们开始分类讨论构造满足(A)，(B)和(C)的上同调类 c ∈ H2(X ;Z).
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6.2.1 情形 1：2χ(X)+3σ(X)> 0

由引理6.9可以知道此时 H1(X ;Z) = 0，并且 b−2 < 9，则我们由相交形式的算

术分类
[1]
，可以得到

• 若 QX 奇，则其同构于 (1)⊕b−2 (−1).

• 若 QX 偶，则其同构于

0 1

1 0

，特别的 b−2 = 1.

注 6.10 回忆我们称整系数二次型为偶，如果任意 v ∈ Zn，Q(v,v)为偶数，反之

则称之为奇.

注意到此时由 b1 = 0，因此对任意 c，w(sJ + c) =±1 6= 0.

情形 1.1：QX 为奇

设 H2(X ;Z) ∼= Zl+1，这里 l = b−2，无挠是因为 H1 = 0，从而设坐标为

(x,y1, · · · ,yl).

设 c1(K−1
X ) = (a,b1, · · · ,bl)，由 c1(K−1

X )为特征元素 (回忆定理5.27)，因此

a,bi均为奇数，并且由 c1(K−1
X )2 = 2χ(X)+3σ(X)，我们有 a2−

l

∑
j=1

b2
j = 9− l，从

而可知 |a| ≥ 3.

由 ω0 为自对偶二形式，从而落在在 QX 的光锥 L里，进而不妨设其落在

{x > 0}的连通分支里，此时由定理6.6可知 c1(K−1
X ) ·ω0 ≥ 0，以及 c1(K−1

X )2 =

2χ(X)+3σ(X) > 0，因此 c1(K−1
X )和 ω0 落在光锥 L的同一个连通分支 {x > 0}

中，因此 a > 0进而 a ≥ 3.

现在取 c = (1,0, · · · ,0)，则我们逐个验证

(A) c1(K−1
X ) · c− c2 = a−1 ≥ 2 > 0，符合.

(B)
(
c1(K−1

X )+2c
)2 − c1(K−1

X )2 = (a+2)2 −a2 = 4a+4 > 0，符合.

(C) 由定理6.6即 c1(K−1
X ) ·ω0 > 0，可知 ω0和 c1(K−1

X )进而和 c落在 L的同一连

通分支中，从而自动也有
(
c1(K−1

X )+2c
)
·ω0 > 0，符合.

故由命题6.5可知 X 为 CP2或为直纹面，此时由 H1(X) = 0可知为 CP2或是

S2 ×S2，进一步由相交形式奇可知只能为 CP2.
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情形 1.2：QX 为偶

此时我们知道 QX 同构于

0 1

1 0

，则 c1(K−1
X )2 = 2χ(X)+ 3σ(X) = 8，设

c1(K−1
X ) = (a,b)，则有 2ab = 8即 ab = 4，由 c1(K−1

X )为特征元素，也即任意 (x,y)，

我们有 bx+ay ≡ 2xy (mod 2)，因此 a,b同奇偶，不妨设为 (2,2).

现在取 c = (1,0)，则我们逐个验证

(A) c1(K−1
X ) · c− c2 = 2 > 0，符合.

(B)
(
c1(K−1

X )+2c
)2 − c1(K−1

X )2 = 12−8 = 4 > 0，符合.

(C) 由 c1(K−1
X )+2c= (3,2)与 c1(K−1

X )乘积为 10> 0，因此可知其和 c1(K−1
X )以及

ω0落在光锥 L的同一个连通分支里，从而自动也有
(
c1(K−1

X )+2c
)
·ω0 > 0，

符合.

故由命题6.5可知 X 为 CP2或为直纹面，此时由 H1(X) = 0可知为 CP2或是

S2 ×S2，进一步由相交形式偶可知只能为 S2 ×S2.

6.2.2 情形 2：2χ(X)+3σ(X) = 0.

由引理6.9可以知道，我们知道此时 b1 = 0或 2. 下面我们说明 b1 不可能为

0. 反证法，假如 b1 = 0，则

• 若 QX 为奇，则可知与情形 1的讨论类似，最后可得到 X 为 CP2，矛盾.

• 若 QX 为偶，结合 b2 = 10，b+2 = 1，b−2 = 9，由算术分类结果我们有 QX 为0 1

1 0

和 E8的直和，特别的，σ(X) =−8. 因此由 Rochlin定理可知若光

滑流形 X Spin，则 16|σ(X)，因此可知 X 不是 Spin，结合相交形式为偶可

知这表明 H1(X ;Z)包含一个非平凡的 2−挠元.

进而选取对应的非平凡二叶覆叠 X̃，则我们有其也具有辛结构与正数量

曲率度量，并且由覆叠条件可知 2χ(X̃)+3σ(X̃) = 2 · (2χ(X)+3σ(X)) = 0，

因此可知 b1(X̃) = 0或 2.

– 若 b1(X̃) = 0，则其号差为 −8，这与为 2σ(X) =−16矛盾.

– 若 b1(X̃) = 2，则 b−2 = b+2 = 1，因此 σ(X̃) = 0，这也与为 2σ(X) =−16

矛盾.
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因此我们可知 b1(X) 6= 0，下面我们就假设 b1 = 2. 此时 b±2 (X) = 1. 并且

QX 要么为

1 0

0 −1

 要么为
0 1

1 0

，并且由定理6.6可知 c1(K−1
X ) 不会落在

H2(X ;Z)的挠部里 (否则对应积分会为 0).

情形 2.1：QX 为奇

此时 QX 为

1 0

0 −1

，且 c1(K−1
X )2 = 2χ(X)+3σ(X) = 0，因此结合其为特

征元素可设为 c1(K−1
X ) = (a,a)，且 a为奇数，不妨假设 a > 0.

现在考虑 c = (1,−1)，则我们逐个验证

(A) c1(K−1
X ) · c− c2 = 2a > 0，符合.

(B)
(
c1(K−1

X )+2c
)2 − c1(K−1

X )2 = (a+2)2 − (a−2)2 = 8a > 0，符合.

(C) 由 c1(K−1
X )+2c= (a+2,a−2)，与 c1(K−1

X )乘积为 (a+2)a−a(a−2) = 4a> 0，

因此可知其也和 c1(K−1
X )与 ω0落在 L的同一个连通分支里，从而自动也有(

c1(K−1
X )+2c

)
·ω0 > 0，符合.

显然上面三条对 2c = (2,−2) 也成立，因此此时由命题6.4，穿墙改变量

w(sJ +c)与 w(sJ +2c)至少有一个非零，进而对那个非零的，我们可以再次使用

命题6.5，不难进一步知道 X 是 T 2上的扭转 S2丛 T 2×̃S2.

情形 2.2：QX 为偶

此时 QX 为

0 1

1 0

，且 c1(K−1
X )2 = 2χ(X)+3σ(X) = 0，因此结合其为特征

元素可设为 c1(K−1
X ) = (a,0)，且 a为偶数，不妨假设 a > 0.

现在考虑 c = (0,1)，则类似的验证可表明 c或 2c满足命题6.5的条件，并且

不难进一步知道 X 此时是 T 2 ×S2.

6.2.3 情形 3：2χ(X)+3σ(X)< 0

此时 c1(K−1
X )2 = 2χ(X) + 3σ(X) < 0，设 H2(X ;Z) 的自由部分 Zn+1，这

里 n = b−2 (X)，由
∫

X
c1(K−1

X ) ·ω0 > 0，可知 c1(K−1
X ) 不为挠元，故可设其为
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(x,y1, · · · ,yn) ∈ Zn+1，则有 c1(K−1
X )2 = x2 − y2

1 −·· ·− y2
n < 0，也即

−

√
n

∑
i=1

y2
i < x <

√
n

∑
i=1

y2
i ,

这里利用相交形式在 R上可对角化为，进而存在

γ =

(
1,− y1√

|y|2
, · · · ,− yn√

|y|2

)
∈ Rn+1

使得

c1(K−1
X ) · γ = x+

√
n

∑
i=1

y2
i > 0,

并且 γ · γ = 0，由 Hasse-Minkowski关于非正定幺模整系数二次型的分类定理[20]
，

可以知道 {v ∈ Rn+1 : v · v = 0} 中的有理点在这个集合中稠密，因此可以找到

有理点 c̃使得 c̃ · c̃ = 0且 c1(K−1
X ) · c̃ > 0，从而可以通过乘以一个整数找到整点

c ∈ Zn+1 使得 c · c = 0，且 c1(K−1
X ) · c > 0，并且 c的首项坐标和 γ 的首项坐标 1

同号 > 0，因此 c和 ω0落在光锥 L的同一个连通分支里，也即 c ·ω0 > 0，进而

不难验证

(A) c1(K−1
X ) · c− c2 = c1(K−1

X ) · c > 0，符合.

(B)
(
c1(K−1

X )+2c
)2 − c1(K−1

X )2 = 4c1(K−1
X ) · c > 0，符合.

(C)
(
c1(K−1

X )+2c
)
·ω0 = c1(K−1

X ) ·ω0 +2c ·ω0 > 0，符合.

显然上面三条对 2c也成立，因此此时由命题6.4，穿墙改变量 w(sJ + c)与

w(sJ +2c)至少有一个非零，进而对那个非零的，我们可以再次使用命题6.5，不

难进一步知道此时 X 是亏格为 g ≥ 2的可定向闭曲面 Σg上的 S2丛.

综上，我们给出了定理A在极小情形下的证明！

注 6.11 容易看到，本小节我们实际上证明了：带有正数量曲率度量的极小辛

四维流形，若 c1(K−1
X )2 < 0，则一定是亏格为 g ≥ 2的可定向闭曲面 Σg 上的 S2

丛. 事实上去掉正数量曲率度量的条件下仍然成立，也即如下由 Li-Liu[16]
证明的

Gompf猜想：

定理 6.12 设 X 为极小辛四维流形，且 c1(K−1
X )2 < 0，则 X 为亏格为 g ≥ 2的可
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定向闭曲面 Σg上的 S2丛.

证明的想法也基于我们上述构造的整上同调类 c，反证法若 X 不包含辛嵌

入球面，那么可知对任意 k ∈ Z，有 sJ + k · c对应的 SW不变量为 0，由 SW不为

0的 Spinc结构只有有限个
[13]
，因此可知对充分大的 k，sJ + k · c对应的 SW不变

量在两个室内均为 0，而由两者对应的

∫
X
(c1(K−1

X )+ k · c)∧ω > 0,
∫

X

(
c1(sJ + k · c)+ 1

2πi

(
F+

A0
−
√
−1rω

))
∧ω < 0

积分符号相反，可知穿墙改变量 w(sJ + k · c)均为 0，因此由穿墙公式可知对充

分大的 k恒有

c1(sJ) ·α + kc ·α = 0, (6.7)

Li-Liu[16]
证明了 α 也满足 α ·α = 0且和 ω 在光锥 L的同一个连通分支中.

注意到(6.7)对充分大的 k均成立，因此 c1(sJ) ·α = 0且 c ·α = 0，而有光锥

引理6.7可知 α = p ·c，这里 p为非零实数，因此 0 = c1(sJ) ·c = c1(K−1
X ) ·c > 0矛

盾！因此我们有定理6.12成立.

第三节 c1(X ,ω) ·ω > 0的辛四维流形

在进一步证明定理A的更一般情形前，我们先利用前两节的证明想法，快速

给出如下一个类似定理的证明：

定理 F 设 X 为闭辛四维流形，则其上允许辛结构 ω 满足

c1(X ,ω) ·ω > 0,

当且仅当 (X ,ω)辛同构于 (CP2,c ·ωFS)或者是爆破辛直纹面.

注 6.13 事实上对满足 c1(X ,ω) ·ω > 0的辛四维流形 X，我们定义其 Kodaira维

数为 κ(X) =−∞，不难看到由 Kodaira关于复曲面的分类结果[21]
，满足 Kodaira

维数 κ(S) =−∞的 Kähler曲面 S确实也为 CP2 或爆破直纹面，因此定理F可以

视为复曲面一部分的分类定理在辛流形中的推广.
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由定理A和定理F，我们实际上有：

推论 6.14 设 X 闭辛四维流形，则以下三个条件等价

• X 上允许正数量曲率度量；

• X 上存在辛形式 c1(X ,ω) ·ω > 0；

• (X ,ω)辛同构于 (CP2,c ·ωFS)或者是爆破辛直纹面.

注意到定理F的一侧我们已经在命题3.11处给出了证明，我们下面开始给出

另一侧分类定理的证明. 首先注意到有如下基本引理，

引理 6.15 设 (Y,ω ′)是闭辛四维流形 (X ,ω)通过一系列辛坍缩 (blow-down)得到

的极小辛四维流形，若 c1(X ,ω) ·ω > 0，则也有 c1(Y ,ω ′) ·ω ′ > 0.

证明. 由命题3.10，对辛坍缩 π : X → Y，我们有

π∗c1(K−1
Y ) = c1(K−1

X )+
k

∑
i=1

PD.[E j],

这里 E1, · · · ,Ek是 X 中的一组例外球面，且沿着它们辛坍缩得到 Y，且 ω ′ = π∗ω .

因此结合 E j 为辛子流形，有对任意 1 ≤ j ≤ k，

(
PD.[E j]

)
·ω =

∫
E j

ω > 0,

我们有

c1(Y ) ·ω ′ = π∗c1(Y ) ·ω =

(
c1(X)+

k

∑
i=1

PD.[E j]

)
·ω > 0,

即为欲证. □

因此我们只需要证明定理F的极小情形即可，现在我们假设 (X ,ω)为满足

c1(X ,ω) ·ω > 0的极小辛四维流形，回忆我们在正数量曲率度量条件下的证明思

路，大致可划分如下两步：

1. 利用 SW不变量得出 b+2 = 1.

2. 找到一个上同调类 c使得

• sJ + c在一个室内的 SW不变量为 0，

• 满足(A)，(B)，(C)和 w(sJ + c) 6= 0.
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注意到满足(A)，(B)，(C)和 w(sJ +c) 6= 0的上同调类 c我们可以直接选取上

一节分类讨论构造的，因此我们只需要进一步讨论开始的两个条件.

先证明 b+2 (X) = 1，若不然即 b+2 (X)> 1，此时对 c =−c1(X ,ω)，由定理5.56可

知

SWX(sJ + c) = SWX(−c1(X ,ω)) = SWX(−sJ) =±1 6= 0,

因此由定理6.2可知 PD.(−c1(X ,ω))可以被表示为嵌入 J−全纯曲线 Σ，且 J 是

ω−控制的，进而我们有

−c1(X ,ω) ·ω =
∫

Σ
ω > 0,

这与 c1(X ,ω) ·ω > 0矛盾！

注 6.16 这里我们不加证明的使用了 SW不变量的对称性，也即对 a∈Char(X)，注

意到−a∈Char(X)，我们有
[15]
对充分小的 δ成立SWX(a,(g,δ ))=±SWX(−a,(g,δ ))，

证明是容易的，但囿于篇幅我们略去.

因此现在对满足 c1(X ,ω) ·ω > 0的极小辛四维流形 (X ,ω)，我们有 b+2 (X)= 1，

故可以选取 c∈H2(X ;Z)为我们在本章第二节分类讨论构造的满足(A)，(B)，(C)和

w(sJ + c) 6= 0的上同调类.

注意到在第二节的构造中，我们实际上做到了 c和 ω 落在光锥 L的同一连

通分支中，因此 c ·ω > 0(由光锥引理6.7可知不为 0)，故结合 c1(X ,ω) ·ω > 0可

知

c1(sJ + c) ·ω = (c1(X ,ω)+2c) ·ω > 0. (6.8)

我们下面证明 SWX (sJ + c,(gω ,δ )) = 0，这里 gω 为与 ω 相容的黎曼度量，δ

充分小，从而可知

∫
X

(
c1(sJ + c)+

1
2π i

δ
)
∧ω > 0,

∫
X

(
c1(−sJ − c)+

1
2π i

δ
)
∧ω < 0. (6.9)

反证法，若 SWX (sJ + c,(gω ,δ )) 6= 0，则由注6.16中提到的 SW不变量的对
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称性，我们有

SWX(−sJ − c,(gω ,δ )) =±SWX (sJ + c,(gω ,δ )) 6= 0,

注意到 ∫
X

(
c1(−sJ − c)+

1
2πi

(
F+

A0
−
√
−1rω

))
∧ω < 0

对充分大 r成立，因此对 Spinc结构−sJ −c，我们有 (gω ,δ )和
(

gω ,F+
A0
−
√
−1rω

)
落在同一个室内！故我们有

SWX

(
−sJ − c,

(
gω ,F+

A0
−
√
−1rω

))
= SWX(−sJ − c,(gω ,δ )) 6= 0,

从而由定理6.2可知对 c′ =−c1(X ,ω)− c，由 c1(sJ + c′) = c1(X ,ω)−2c1(X ,ω)−

2c = c1(−sJ − c)，我们有 PD.c′可以被表示为辛子流形 Σ，从而

0 >−(c1(X ,ω)+ c) ·ω = c′ ·ω =
∫

Σ
ω > 0

矛盾！因此我们有

SWX (sJ + c,(gω ,δ )) = 0,

故由 c满足(A)，(B)，(C)和 w(sJ + c)，我们可用与命题6.5完全一样的讨论证明

极小的 X 包含自相交数非负的辛嵌入球面，进而是 CP2或直纹面，从而完成定

理F的证明！

总结一下，结合注6.11中的讨论和定理F的证明，我们得到了

推论 6.17 设 (X ,ω)为闭辛四维流形，若其满足如下两个条件之一，即

• c1(X ,ω) ·ω > 0，

• 或 (X ,ω)极小且 c1(X ,ω) · c1(X ,ω)< 0，

则 (X ,ω)会包含一个自相交数非负的辛嵌入球面.

我们将会在本章第四节证明定理6.18时使用上述推论6.17.
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第四节 浸入球面与嵌入球面

我们在本章第二节中已经给出了定理A在极小情形下的证明，在证明一般情

形之前，正如本章第一节末尾提到的，Taubes的定理6.2此时并不能保证我们找

到的是嵌入的球面，因此本节先铺垫一个从浸入球面找到嵌入球面的结果：

定理 6.18 ([22]) 设 (X ,ω)为闭辛四维流形，且允许一个辛正浸入球面 S ↬ (X ,ω)，

且 c1([S])≥ 2，则 (X ,ω)包含一个自相交数非负的辛嵌入球面.

与 McDuff原始证明[22]
不同，我们这里给出一个使用 SW不变量的证明方

案，在此之前，我们先铺垫一些必要的概念：

定义 6.19 给定辛四维流形 (X ,ω)以及一个曲面浸入 ι : S ↬ (X ,ω)，我们称 ι 是

辛正浸入的，若 ι∗ω 为 S上的辛形式，且所有 ι : S → X 的自交点均为正横截相

交的二重点 (double point).

注 6.20 自交点 p ∈ Im(ι : S → X)称为 n重，如果 ι−1(p)恰有 n个不同点. 由经

典的代数拓扑
[1]
可知曲面到四维流形的映射一般 (generically)均为浸入，且满足

自交点为横截的二重点.

引理 6.21 设 ι : S → (X ,ω) 为一个浸入，且自交点均为横截二重点，则 ι 为

辛正浸入当且仅当存在 X 上 ω− 控制的近复结构 J 和 S 上的复结构 j 使得

ι : (S, j)→ (X ,J)为 J−全纯曲线.

证明. 容易发现此时 ι 为辛正浸入当且仅当自交点为正相交，且 ι∗ω 为 S上辛

形式，因此注意到若 ι 是 J−全纯，则由正相交定理2.59以及引理2.6可知两者是

等价的. □
一般而言，在复几何中我们可以对浸入的曲面做奇点消解得到嵌入的曲面，

在辛范畴下我们也可以做同样的事情：

引理 6.22 设 ι : S → (X ,ω)为辛正浸入，ι(z) = ι(w) ∈ X 为 S的一个横截自交二

重点，且 z 6= w ∈ S，则存在辛正浸入 ι ′ : S′ → (X ,ω)使得其可视为去掉 z,w处的

小圆盘 Dz,Dw，然后用一个圆环 A粘贴起来，从而 S′ \A与 S\ (Dz ∪Dw)微分同

胚，ι ′|S′\A = ι |S\(Dz∪Dw)，也即粗糙来讲，ι ′ 相比 ι 消解掉了 ι(z) = ι(w)处的奇

点，并且 ι∗[S] = ι ′∗[S′]. 从而归纳下去，可以得到一个辛嵌入曲面 i : Σ → (X ,ω)，

使得 i∗[Σ] = ι∗[S]，特别的 c1([Σ]) = c1([S]).
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证明. 由引理6.21可知在 X 的点 p = ι(z) = ι(w)处，可以选取局部坐标 (U,φ)

使得 (U, ι(Dz), ι(Dw))全纯同构于 (V,{z1 = 0}∩V,{z2 = 0}∩V )，这里 V 是 C2中

包含原点的一个小邻域，也即 p局部上 S的像可以和 C2 中 z1z2 = 0等同起来，

则我们现在考虑替换为 z1z2 = ε，这里 ε > 0充分小，容易看到这在小邻域 (如

|z1|2 + |z2|2 ≤ 1)里是一个圆环 (如同构于 {z : |z|4 −|z|2 + ε ≤ 0} ⊂ C)，因此我们

可以保持边界不变的替换为这个圆环，因此可以得到 ι ′ : S′ → X 仍然是 J−全纯

的，并且 ι ′|S′\A = ι |S\(Dz∪Dw)，以及 ι ′|A 为嵌入，因此 ι ′ 仍是一个浸入，且自交

点均为横截二重点，故再次由引理6.21可知 ι ′为辛正浸入.

注意到 ι∗[S] = ι ′∗[S′]是显然的，粗糙来讲 {(z1,z2) : z1z2 ∈ [0,ε]}给出了两者

之间的配边，从而同调类是一样的. □
利用上述引理6.22，为证明定理6.18我们只需证明：

定理 6.23 设 (X ,ω)为闭辛四维流形，且允许一个辛嵌入闭曲面 i : Σ → (X ,ω)使

得 c1([Σ]) ≥ 2，且 Σ不是例外球面，则 (X ,ω)包含一个自相交数非负的辛嵌入

球面.

证明. 我们先说明只需要在 (X ,ω)极小的情形下证明即可：由 Σ为辛嵌入，可

知存在 ω−控制的近复结构 J使得 Σ为 J−全纯曲线 u : S → X 的像，且有

ind(u) =−χ(Σ)+2c1([u]) = 2g−2+2c1([u])> 2g−2,

故有定理2.54可知 u 是 Fredholm 正则的，因此对 J 的小扰动 J′ 其仍是满足

Fredholm正则性的 J′−全纯曲线，故可以不妨假设 J = J满足一般性.

假设 (X ,ω)并非极小，则选取 X 中一族极大两两不交的例外球面 E1, · · · ,Ek，

由假设可知 Σ不为例外球面从而不为其中一员，由定理3.12可假设 E1, · · · ,Ek 均

为 J−全纯的，并且们均和 Σ横截相交.

现在我们辛坍缩 E1, · · · ,Ek 得到极小辛流形 (X̌ , ω̌)，以及 ω̌−控制的近复结

构 J̌和伪全纯坍缩映射 β : (M,J)→ (M̌, J̌)，则由命题3.4，我们有 ǔ = β ◦u : S → X

为浸入 J̌−全纯曲线且

c1(ν(ǔ)) = c1(ν(u))+
k

∑
i=1

[Σ] · [Ei]≥ c1(ν(u)),
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其中 [Σ] · [Ei]≥ 0用到了正相交定理2.59，由此可知 ǔ的像 Σ̌为辛正浸入曲面且

由联结公式2.64，

c1
(
[Σ̌]
)
= c1(ν(ǔ))+ χ(S)≥ c1(ν(Σ))+ χ(S) = c1([Σ])≥ 2,

进一步使用引理6.22消解掉自交二重点我们即可在极小辛流形 (X̌ , ω̌)里找到辛

嵌入闭曲面 i : Σ̌′ → (X̌ , ω̌)使得 c1([Σ̌′])≥ 2，且 Σ̌′不是例外球面.

因此我们不妨假设 (X ,ω)极小，下面先证明 b+2 (X) = 1，注意到由 (X ,ω)

为辛流形从而自动有 b+2 (X)≥ 1，因此反证法若 b+2 (X)> 1，则由定理6.2，结合

注6.16

SWX(sJ − c1(sJ)) = SWX(−sJ) =±1,

可知存在一般性的 ω− 控制近复结构 J 以及一个 J− 全纯曲线 v 使得 [v] =

PD.(−c1(sJ)) = −PD.c1(T X)，因此由 Σ也 J−全纯可知 Σ和 v要么重合要么正

相交，因此有

0 ≤ [v] · [Σ] =−PD.(c1(T X)) · [Σ] =−c1([Σ])< 0,

矛盾！

故我们现在有 b+2 (X) = 1，由推论6.17结合此时 (X ,ω) 极小，可知若

c1(X ,ω)2 < 0 或 c1(X ,ω) ·ω > 0 则 (X ,ω) 中均会自动包含一个自相交数非

负的辛嵌入球面，因此我们现在不妨假设两者均不成立，即

c1(X ,ω)2 ≥ 0且 c1(X ,ω) ·ω ≤ 0,

则可知 −c1(X ,ω)落在光锥 L= {α ∈ H2(X ;R)|α ·α ≥ 0}中，且和 [ω]落在同一

连通分支中，因此由光锥引理6.7可知−c1(X ,ω) ·ω > 0，否则若为 0则有 ω2 = 0，

与辛形式非退化矛盾.
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现在对辛嵌入曲面 Σ，我们有

(PD.[Σ]) ·ω =
∫

Σ
ω > 0,

以及由联结公式2.64

[Σ] · [Σ] = c1([Σ])−χ(Σ)≥ 2−2 = 0,

因此我们有 PD.[Σ]也落在光锥 L中，并且和 ω 落在同一连通分支，因此进一步

使用光锥引理6.7，可知

0 ≤−c1(X ,ω) ·PD.[Σ] =−c1([Σ])< 0,

矛盾！因此 c1(X ,ω)2 < 0和 c1(X ,ω) ·ω > 0两者至少有一者成立，即证包含自

相交数非负的辛嵌入球面.

综上我们完成了证明. □

因此现在结合引理6.22以及定理6.23即可得到定理6.18的证明.

第五节 定理A的证明 (一般情形)

有了第三节和第四节的准备工作，我们现在终于可以开始着手证明定理A在

非极小的情形了.

设 E1, · · · ,Ek为 (X ,ω)的一组极大不交例外球面，记沿着它们进行辛坍缩得

到 (Y,ω ′)，则 (Y,ω ′)为极小辛四维流形，朴素的想法是在 Y 中寻找自相交数非

负的辛嵌入球面，但遗憾的是和定理F或定理6.23的情形不同，我们并不能保证

坍缩得到的 Y 上仍然具有正数量曲率度量，因此非极小情形的结果并不是极小

情形的直接推论.

现在回忆定理6.6，我们对正数量曲率度量 g对应的与辛形式 ω 落在光锥 L
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同一连通分支的自动偶调和二形式 ω0，有

∫
X

c1(X ,ω)∧ω0 > 0.

注意到若设 X = Y #kCP2，则有

H2(X ;R) = H2(Y ;R)⊕
k⊕

j=1

R〈PD.[E j]〉,

因此对 ω0 ∈ H2(X ;R)，我们有分解

ω0 = ωY +
k

∑
j=1

a j ·PD.[E j],

这里类似于 ω0，ωY 是 Y 对应的光锥 LY := {α ∈ H2(Y ;R) : α2 ≥ 0}中与 ω ′在同

一连通分支中的元素.

注意到 CP2上存在保定向微分同胚 R，其中 R([z0 : z1;z2]) = [z−1
0 : z−1

1 : z−1
2 ]，

其中对 H2(CP2) 的生成元 [E]，容易看到 R∗[E] = −[E]，因此回忆 M#CP2 =

(M−U)∪ (CP2 −V )，则可以选取 f = (idM,R)为M#CP2上的微分自同胚，使得

f∗在 H2(M#CP2) = H2(M)⊕H2(CP2)上表现为 (id,−1).

因此我们可以对 X = Y #kCP2 作用上述给出的微分自同胚 f，使得在分解

ω0 = ωY +
k

∑
j=1

a j ·PD.[E j]中我们可以做到每个 a j 均小于 0，进而结合命题3.10，

对辛坍缩 π : X → Y，我们有

π∗c1(K−1
Y ) = c1(K−1

X )+
k

∑
i=1

PD.[E j],

因此

0 < c1(K−1
X ) ·ω0 =

(
π∗c1(K−1

Y )−
k

∑
i=1

PD.[E j]

)
·

(
ωY +

k

∑
j=1

a j ·PD.[E j]

)

= c1(K−1
Y ) ·ωY +

k

∑
j=1

a j < c1(K−1
Y ) ·ωY ,
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也即我们有

c1(K−1
Y ) ·ωY > 0.

因此仿照我们在本章第二节中对极小情形的讨论，我们可以在 H2(Y ;Z) ⊂

H2(X ;Z)中找到一个元素 c使得对 X 满足(A)，(B)和(C)这三个不等式. 进而可知

在 X 中，c或 2c可以被表示为一个 J−全纯曲线 u : Σ = ∪Σi → X .

注 6.24 注意此时因为 X 并不极小，因此直接利用定理6.2和上述 c或 2c找到的

u未必连通也未必嵌入，

由 c的选取容易看出对任意 j = 1, · · · ,k，我们有 [u(Σ)] ·E j = 0. 因此假如全

体 E j 与 u(Σ)不交，则我们可以假设 u(Σ)是 Y 中的一条 J−全纯曲线，此时由

Y 极小，我们就可以使用之前极小情形的论述，利用联结不等式找到一条 J−全

纯嵌入球面，进而极小可知自相交数非负，因此由McDuff的分类定理B可知 Y

为 CP2或为直纹面，因此 X 为 CP2或爆破直纹面.

现在设有某个 E j 与 u(Σ)相交，则由正相交定理，以及 [u(Σ)] ·E j = 0，因

此可知 E j 为 u(Σ)的子集，进而设其重数为 m(u不一定为单曲线). 并且 u(Σ)中

存在 J−全纯曲线 C ⊆ u(Σ)使得 C ·E j > 0(否则 u(Σ) = E j 可以为矛盾). 进而设

C1, · · · ,Cp为C的不可约分支且为单曲线，并且由正相交定理2.59，其与 E j 相交

数Ci ·E j = ki > 0，并且设Ci重数为 ni，则有

p

∑
i=1

ki ·ni = m.

若存在 i使得Ci为球面，

• 若其嵌入且自相交数非负，则自动证完.

• 一般的，我们考虑将 Ci 与 E j 在一交点处连接起来，定义域做连通和仍为

球面，可以定义出一个 J−全纯节点曲线C′，由微分拓扑的结果
[1]
可知 J−

全纯球面可以形变为辛正浸入的 J−全纯球面，从而有 [C′] = [Ci]+ [E j]以

及对应伪全纯曲线模空间维数非负，可得到 c1([Ci])≥ 1，c1([E j])≥ 1，进

而 c1([C′])≥ 2.

因此由 McDuff浸入球面蕴含嵌入球面的定理6.18，我们可以找到一条嵌
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入的自相交数非负的辛嵌入球面，进而我们有 X 有理或直纹.

现在假设不存在 i使得Ci为球面，我们下面证明C2
i ≥ 0且 c1([Ci])−C2

i ≤ 0.

由伪全纯曲线模空间维数非负可知

c1([Ci])+(gi −1)≥ 0,

这里 gi为Ci定义域的亏格 ≥ 1，进而由Ci单可知有联结不等式

c1([Ci])−C2
i ≤ 2(1−gi)≤ 0.

因此我们有C2
i ≥ gi −1 ≥ 0，以及 c1([Ci])−C2

i ≤ 0.

记 D = mE j +
p

∑
i=1

niCi，则我们有

c1([D])−D2 =m · c1(
[
E j
]
)+

p

∑
i=1

ni · c1([Ci])

−

(
−m2 +∑n2

i ·C2
i +2m∑ni · ki +∑

i 6= j
nin jCi ·C j

)

≤m−m2 +
p

∑
i=1

ni
(
c1([Ci])−C2

i
)

≤0.

这里用到了 c1([E j]) = 1以及
p

∑
i=1

ni · ki = m.

现在设 D′ = u(Σ)−D，则 D与 D′没有公共分量 (因为按照重数全部减去了)，

因此由正相交公式我们有 D ·D′ ≥ 0，因此有

c1([D+D′])− (D+D′)2

= (c1([D])−D2)+(c1([D′])−D′2)−2D ·D′

≤ c1([D′])−D′2,
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注意到由 D+D′ = [u(Σ)] = PD.c或 PD.(2c)，我们由 c满足(A)可知 c1([D+

D′])− (D+D′)2 > 0，进而我们有

c1([D′])−D′2 > 0,

从 D′ 出发归纳下去可以找到一个 J 全纯曲线 D̂使得其与所有 E j 均不交，

且 c1

(
[D̂]
)
− D̂2 > 0，进而我们在 Y 中找到了一条嵌入的自相交数非负的辛嵌入

球面，进而可知知 Y 为 CP2或为直纹面，因此 X 为 CP2或爆破直纹面.

至此，我们完成了本文主定理A的全部证明！

第六节 本章小结

本章我们主要完成了本文主定理A的证明，

• 第一节中我们主要借助 Taubes的定理6.2以及穿墙公式将证明划归成了寻

找满足不等式(A)，(B)和(C)以及 w(sJ + c) 6= 0的上同调类 c上.

• 第二节我们在极小的情形下，分类讨论构造出了符合要求的上同调类 c，

从而给出了定理A在极小情形下的证明.

• 第三节我们宕开一笔，利用前两节发展的方法证明定理F.

• 第四节我们为证明定理A的一般情形铺垫，讨论如何从辛正浸入的球面找

到自相交数非负的辛嵌入球面，给出了定理6.18的证明.

• 第五节我们结合第四节的结果，我们归纳构造了一条与所有例外球面不交

的自相交数非负的辛嵌入球面从而完成了定理A的证明.
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第七章 猜想与展望

本章我们从定理A出发，从黎曼几何与低维拓扑两方面去延申讨论一些相关

的结果与猜想.

第一节 黎曼几何与辛几何

黎曼几何一侧，除了本文讨论正数量曲率度量，人们自然会问的下一个问

题是，我们对带有双曲度量 (即常截面曲率为 −1)的辛四维流形能说些什么呢？

人们有如下猜想，

猜想 7.1 辛四维流形上不允许双曲度量.

注 7.2 事实上人们猜测双曲四维流形的 SW不变量均为 0，从而由定理5.56，辛

四维流形的 SW不变量不恒为 0，因此可知两种结构相互排斥，无法共存.

例 7.3 我们首先来看几个闭辛四维流形上不允许双曲结构的例子：

• 单连通辛流形都不是双曲流形，如CP2#nCP2，K3曲面等. 这是因为双曲流

形均为 K(π,1)空间，因此若双曲流形 X 单连通则其可缩，进而 H2(X) = 0，

其上不会允许辛结构.

• Σg ×Σh 均不为双曲流形，这里 Σg 表示亏格 g ≥ 0 的可定向闭曲面. 若

g,h ≥ 1，则基本群包含 Z×Z为子群，不为闭双曲流形[23] . 若 gh = 0，则

其万有覆叠为 S2 ×R2或 S2 ×S2不微分同胚于 R4，因此也不为双曲流形.

• 更一般的所有基本群不是双曲群的辛四维流形. 但 Gompf证明了[24]
任何有

限表现群 G都可以实现为一个辛四维流形的基本群，因此仍有很多辛四维

流形无法排除.

另一方面，尽管双曲三维流形已经被广泛研究，但人们对双曲四维流形没

有什么可以用来研究的工具，目前对于猜想7.1，只有 I.Agol和 F.Lin在 [25]中证

明了一些算术双曲流形的 SW不变量确实为 0，其余情形据笔者所知暂无进展.
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第二节 辛流形的分类与 Kodaira维数

低维拓扑一侧，对于光滑四维流形的分类问题，人们常常会构造出许多奇

异四维流形的例子，也即一个拓扑四维流形允许不同的光滑结构，因此很难对

一般的流形得到令人满意的分类结果，于是人们自然想到对光滑流形增加一些

额外的限制，如复结构，辛结构等，并对这些范围小一点的流形试图给出一个

分类.

对于复四维流形，也即复曲面，甚至更一般的代数曲面，Kodaira-Enriques

借助如下复流形上 Kodaira维数的概念对其进行了分类，

定义 7.4 设 S为复曲面，KS := detT ∗S为 S上的典范线丛，记 Pn(S)为 H0(S,K⊗n
S )

的维数，也即 K⊗n
S 的全纯截面构成的向量空间的维数，则如下定义 S的 Kodaira

维数κ(S)，

• κ(S) :=−∞，如果对任意 n > 0有 Pn(S) = 0.

• κ(S) := 0，如果存在 n > 0使得 Pn(S) 6= 0，且 {Pn(S)}n>0有界.

• κ(S) := 1，如果 {Pn(S)}n>0无界，但 {Pn(S)/n}n>0有界.

• κ(S) := 2，如果 {Pn(S)/n}n>0无界.

例 7.5 由 Kodaira消灭定理[26]
，我们有 CP2 上的全纯线丛 K⊗n

S 在 n > 0时没有

全纯截面，因此对任意 n > 0有 Pn(CP2) = 0，从而 κ(CP2) =−∞.

例 7.6 设 S为 K3曲面，则 c1(S) = 0，从而 KS =C为平凡丛，因此对任意 n，有

Pn(S) = 1，因此可知 K3曲面的 Kodaira维数为 0.

正如本文一以贯之的哲学，辛流形作为近复流形可以看成是复流形的推广，

因此人们自然期待能将复曲面上借助 Kodaira维数的分类策略推广到辛流形上.

虽然辛流形上也有典范线丛，但此时其并非全纯线丛，因此无法讨论全纯截面，

所以人们采用如下典范线丛的 Chern类来定义辛四维流形上的 Kodaira维数，

定义 7.7 设 (X ,ω)为辛四维流形，c1(X ,ω)为其第一 Chern类，首先假设 X 极

小，则如下定义 X 的 Kodaira维数κ(X)，

• κ(X) :=−∞，如果 c1(X ,ω) ·ω > 0或 c2
1(X ,ω)< 0.

• κ(S) := 0，如果 c1(X ,ω) ·ω = 0.

• κ(S) := 1，如果 c1(X ,ω) ·ω < 0且 c2
1(X ,ω) = 0.
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• κ(S) := 2，如果 c1(X ,ω) ·ω < 0且 c2
1(X ,ω)> 0.

若 X 不极小，则取 X 的极小模型 Xmin，并定义 κ(X) := κ(Xmin).

注 7.8 这里我们含糊了非极小情形的 Kodaira维数的良定义性，事实上，上述定

义的 Kodaira维数只与流形的微分同胚型有关，与辛结构的选取无关，具体讨论

可以参考 [27].

事实上，正如注6.13中提到的，Kodaira维数为−∞的良定义性不难证明，因

为极小模型由只能是 CP2 或直纹面. 而对于其余情形，可以证明若 X 允许一个

极小模型 Xmin满足 κ(Xmin)≥ 0，则 Xmin在微分同胚意义下是唯一的，由此可见

良定义性.

不难发现 Kähler流形既是复流形也是辛流形，因此自然会问对于这种情况，

两种 Kodaira维数 κcomp和 κsymp之间的关系如何呢？意料之中的，我们有

定理 7.9 若 X 是 Kähler曲面，则有 κcomp(X) = κsymp(X).

因此某种程度上，我们这里给出的辛四维流形上的 Kodaira维数确实可以看

成是复流形版本的 Kodaira维数的类比与延申.

现在我们来讨论一些关于辛四维流形 Kodaira 维数的分类结果，正如

注6.13中提到的，我们在本文中证明的推论6.17告诉我们，

定理 7.10 设 X 为辛四维流形，若 κ(X) =−∞，则 X 是 CP2或是爆破辛直纹面.

因此本文实际上给出了辛四维流形在 Kodaira维数为 −∞情形下的分类.

对于 κ(X) = 0的情形，我们只有部分结果，

定理 7.11 (Morgan-Szabó，[28]) 设 X 为单连通辛四维流形，若 κ(X) = 0，则 X

拓扑同胚于 K3曲面.

注 7.12 事实上，Taubes证明了对满足 κ(X) = 0的辛四维流形 (X ,ω)，若 b+2 (X)>

1，则有 c1(X ,ω) = 0，若 b+2 (X) = 1，则有 2c1(X ,ω) = 0. 因此粗糙的讲，此时由

定理5.56可知 SWX(0) = SWX(c1(X ,ω)) =±1，而Morgan-Szabó[28]
证明了若单连

通四维流形 X 若满足 SWX(0)为奇数，则 X 拓扑同胚于 K3曲面，从而综合两方

面得到了定理7.11.

注 7.13 Fintushel-Stern 证明了[29]
，对 K3 曲面沿着 Alexander 多项式非平凡的

纽结做手术，可以得到拓扑同胚但不微分同胚于 K3 曲面的四维流形，而由
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Alexander多项式非平凡的纽结有无穷多个，因此我们知道拓扑 K3曲面上允许

无穷多种不同的微分结构，因此想要将定理7.11证明到微分同胚看起来是一个棘

手的问题.

对于 κ(X)> 0的情形，我们所知更少，而且事实上这类辛流形也相当多，

定理 7.14 (Gompf，[24]) 对任意有限表现群G，存在辛四维流形 X满足 κ(X) = 1

且 π1(X) = G.

对于满足 κ(X) = 2的辛四维流形，称其为一般型的 (general type)，这个定

义源自于复流形的版本.

对于一般型也即 κ = 2的极小复曲面 S，若记其全纯欧拉示性数为 χh(S) :=
1
4
(σ(S)+ χ(S))，则常用的拓扑约束是两个如下的重要不等式：

1. Bogomolov-Miyaoka-Yau不等式，

c2
1(S)≤ 9χh(S).

2. Noether不等式，

c2
1(S)≥ 2χh(S)−6.

人们自然想问上述两个不等式是否对于一般型的极小辛四维流形也成立？遗憾

的是，Noether不等式此时并不成立，事实上，Fintushel-Stern利用[30]
有理坍缩

(rational blow-down)对任意满足 0 < x−3 ≤ c ≤ 2x−6的正整数对 (x,c)，构造了

一个单连通辛四维流形 X 满足 χh(X) = x，c2
1(X) = c.

至于 Bogomolov-Miyaoka-Yau不等式，人们目前一无所知，也即有

猜想 7.15 设 (X ,ω)为满足 κ(X) = 2的极小辛四维流形，则有

c2
1(X ,ω)≤ 9χh(X).

综上所述，除了本文讨论并证明的 κ =−∞的情形，对于其余 Kodaira维数

的辛四维流形的分类人们并没有得到太多令人满意的结果，只能得到一些零零

散散的拓扑约束.

最后作为收尾，我们列出一个关于非负 Kodaira维数拓扑描述的一个猜想，
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猜想 7.16 (Gompf) 设 X 为满足 κ(X) ≥ 0的辛四维流形，则有其欧拉示性数满

足 χ(X)≥ 0.
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