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在许多数学分析问题中 (往往是积分不等式)，对于定积分 (甚至重积分)，我们往往可以借
助一定的对称性，将“一维”的积分化为“高维”的积分，有时候能起到神奇的效果，本次
报告主要分享一些能巧妙“升高维度”进行降维打击的一些问题.

1 “零维”变“高维”——引入积分化离散为连续

2 低维的积分化为更高维的积分

3 杂例——计算广义积分与无穷级数
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引入积分证明不等式——以矩阵正定为例

很多离散的问题，如果单纯从其原本形式出发，往往会遇到较大困难，但是如果恰当的引
入积分，就可以去进行很多更细致的操作，比如可以用在下面证明矩阵正定的问题上，下
面两个例子都是大家已经熟悉的：

黄利兵老师思考题

设 a1, · · · , an 为互不相同的正实数，证明矩阵
(

1

(ai + aj)p

)
n×n

正定，其中 p > 0.

李军老师数学分析 II 课堂例题
设 D1, D2, · · · , Dn 均为平面上 Jordan 可测的有界闭区域，设

aij = VJ

(
Di

⋂
Dj

)
,

证明：矩阵 (aij)n×n 为正定阵.
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引入积分证明不等式——以矩阵正定为例

证明.

我们直接用定义证明，在表达式中可以通过引入积分，来转化
1

(ai + aj)p
，注意到：

n∑
i=1

n∑
j=1

xixj
(ai + aj)p

=
1

Γ(p− 1)

n∑
i=1

n∑
j=1

xixj

∫ ∞

0
tp−1e−(ai+aj)tdt

=
1

Γ(p− 1)

∫ ∞

0
tp−1

 n∑
i=1

n∑
j=1

xixje−(ai+aj)t

dt

=
1

Γ(p− 1)

∫ ∞

0
tp−1

(
n∑

i=1

xie−ait

)2

dt ≥ 0
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引入积分证明不等式——以矩阵正定为例

证明.
核心想法是利用重积分来表示区域的 Jordan 测度.
由 n 个区域有界，可知存在 R2 上的矩形 H 使得 Di ⊆ H(1 ≤ i ≤ n)，从而我们引入 H 上
的特征函数 1E(X)，其中 E 为任一 H 的子集，有

1E(X) =

{
1 X ∈ E

0 X /∈ H \ E
.

因此可知 1E(X) 的不连续点全体恰为 ∂E，故有当且仅当 E 为 Jordan 可测时，特征函数
1E(X) 在 H 上 Riemann 可积，因此我们结合 Di

⋂
Dj 可测知其特征函数可积，进而可

写做

aij = VJ

(
Di

⋂
Dj

)
=

∫∫
H
1Di

∩
Dj

(X)dx dy.
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证明.
而由特征函数的性质我们可知 1Di

∩
Dj

(X) = 1Di(X) · 1Dj (X)，因此我们有对任意
x1, · · · , xn

n∑
i,j=1

aijxixj =

n∑
i,j=1

∫∫
H
xi1Di(X) · xj1Dj (X)dxdy

=

∫∫
H

 n∑
i,j=1

xi1Di(X) · xj1Dj (X)

dxdy

=

∫∫
H

(
n∑

i=1

xi1Di(X)

)2

dxdy ≥ 0

这个例子再一次揭示了重积分的用处，可以将离散量连续化，便于整体处理.
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引入积分证明不等式——特殊函数的处理手段

注释
在上面两个例子中，我们已经可以感受到引入积分的强大威力——其本质在于，引入积分
后可以实现配方的操作！这种思想将贯穿本次报告.

下面这个例子比较特殊，展示了如何如理 | · |，min，max 这类函数，回顾上一个问题，我
们不难想到引入积分的一个很关键工具在于引入“特征函数”进行刻画.

国家集训队测试题

已知 x1, · · · , xm，y1, · · · , yn ∈ R+，记 X =

m∑
i=1

xi，Y =

n∑
i=1

yi，证明：

2XY
∑

1≤i≤m
1≤j≤n

|xi − yj | ≥ X2
∑

1≤i,j≤n

|yi − yj |+ Y 2
∑

1≤i,j≤m

|xi − xj |.
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引入积分证明不等式——特殊函数的处理手段

证明.

设 x, a > 0，则我们定义 fa(x) =

{
1 x ∈ (0, a]

0 x ∈ (a,+∞)
，从而我们容易看见：

|a− b| = a+ b− 2min{a, b} = a+ b− 2

∫ ∞

0
fa(x)fb(x)dx.
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后续的证明 (略)

进而我们有：

2XY
∑

1≤i≤m
1≤j≤n

|xi − yj | = 2XY
∑

1≤i≤m
1≤j≤n

(
xi + yj − 2

∫ ∞

0
fxi(x)fyj (x)dx

)

= 2XY (nX +mY )− 4XY
∑

1≤i≤m
1≤j≤n

(∫ ∞

0
fxi(x)fyj (x)dx

)

= 2XY (nX +mY )− 4XY

∫ ∞

0

 ∑
1≤i≤m
1≤j≤n

fxi(x)fyj (x)

dx
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.

类似地也有：

X2
∑

1≤i,j≤n

|yi − yj | = X2
∑

1≤i,j≤n

(
yi + yj − 2

∫ ∞

0
fyi(x)fyj (x)dx

)

= 2nX2Y − 2X2

∫ ∞

0

 ∑
1≤i,j≤n

fyi(x)fyj (x)

dx

同理有 Y 2
∑

1≤i,j≤m

|xi − xj | = 2mY 2X − 2Y 2

∫ ∞

0

 ∑
1≤i,j≤m

fxi(x)fxj (x)

dx
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因此由：

X2

∫ ∞

0

 ∑
1≤i,j≤n

fyi(x)fyj (x)

dx+ Y 2

∫ ∞

0

 ∑
1≤i,j≤m

fxi(x)fxj (x)

dx

− 2XY

∫ ∞

0

 ∑
1≤i≤m
1≤j≤n

fxi(x)fyj (x)

dx

=

∫ ∞

0

[
X

n∑
i=1

fyi(x)− Y

m∑
i=1

fxi(x)

]2
dx ≥ 0，即可得证原不等式！ □
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引入积分证明等式

在上述不等式的例子中，我们可以更进一步产生这种感觉——引入积分后，不好求和的变
得更容易求和！因此将其引入恒等式的证明也是有效的.

一道 B 组练习题的副产物
证明组合恒等式：

n∑
k=1

(−1)k−12k

(2k + 1)!!(n− k)!
=

2

(2n+ 1) · (n− 1)!
.
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化为高维的积分，消除平方项——用变量个数增加消解次数的升高

用于积分不等式的反向估计
设 f(x) 在 [a, b] 上连续且不恒为 0，满足 0 ≤ f(x) ≤ M，若(∫ b

a
f(x)dx

)2

=

(∫ b

a
f(x) sinxdx

)2

+

(∫ b

a
f(x) cosxdx

)2

+∆,

证明：

0 ≤ ∆ ≤ M2((b− a)2 + 2− 2 cos(b− a)) ≤ M2(b− a)4

12
.
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证明.
我们考虑将定积分转化为二重积分，因为这样就可以处理原本无法运算的平方式：

A =

(∫ b

a
f(x)dx

)2

=

∫∫
[a,b]2

f(x)f(y)dxdy,

B =

(∫ b

a
f(x) sinxdx

)2

=

∫∫
[a,b]2

f(x)f(y) sinx sin ydxdy,

C =

(∫ b

a
f(x) cosxdx

)2

=

∫∫
[a,b]2

f(x)f(y) cosx cos ydxdy.
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证明.
从而我们有：

∆ = A−B − C =

∫∫
[a,b]2

f(x)f(y) (1− sinx sin y − cosx cos y) dxdy

=

∫∫
[a,b]2

f(x)f(y) (1− cos(x− y)) dxdy ≤ M2

∫∫
[a,b]2

(1− cos(x− y)) dxdy (∗)

因此利用二重积分的表达式，容易得到 ∆ ≥ 0，进一步计算 (*) 的积分结果，即有

∆ ≤ M2((b− a)2 + 2− 2 cos(b− a)),

且若将 1− cos(x− y) 放大为
(x− y)2

2
，则可得到后面的估计结果.
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化为高维的积分，消除平方项——用变量个数增加消解次数的升高

注释
上题给我们了启示就是，定积分的结构中出现平方时，可以考虑转化成二重积分，这样便
于直接加减运算和配方，值得学习！

同样的方法也可以用在重积分不等式中：

李军老师补充资料问题
设 f(x, y) 在 [0, 1]2 上连续，证明：∫ 1

0

(∫ 1

0
f(x, y)dx

)2

dy +
∫ 1

0

(∫ 1

0
f(x, y)dy

)2

dx

≤
(∫ 1

0

∫ 1

0
f(x, y)dxdy

)2

+

∫ 1

0

∫ 1

0
[f(x, y)]2 dxdy,
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证明.
为了处理平方式，我们类比前几题的想法，考虑变为四重积分，等价于证明下式，∫

D
f(x, y)f(z, y)dX +

∫
D
f(x, y)f(x,w)dX ≤

∫
D
f(x, y)f(z, w)dX +

∫
D
[f(x, y)]2dX,

其中 D = [0, 1]4，X = (x, y, z, w)，则注意到对称性，则可写作：∫
D

(∑
cyc

(f(x, y))2 + 2f(x, y)f(z, w) + 2f(x,w)f(z, y)− 2
∑
cyc

f(x, y)f(z, y)

)
dX ≥ 0,

从而配方即等价于：∫
D
(f(x, y) + f(z, w)− f(x,w)− f(z, y))2 dX ≥ 0,

这是平凡成立的，综上我们证明了题给不等式成立.
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化为高维的积分，消除平方项——用变量个数增加消解次数的升高

这样类似地问题还有很多，这种方法在证明反向不等式的适合尤为强大，这种方法还可以
用来解决 2021 级伯苓动态进出考试题：

动态进出试题
设 D 是 Rn 上的 J 可测区域，f(X) 是定义在 D 上的可积函数，且 inf

X∈D
|f(X)| = m > 0，

sup
X∈D

|f(X)| = M，证明：

(∫
D
f2(X)dΩ

)(∫
D

1

f2(X)
dΩ
)

≤ [(m2 +M2)VJ(D)]2

4m2M2
.

可以将这个乘积化为四重积分，从而利用 (f(X)−m)(M − f(X)) ≥ 0 这种手法进行处理，
细节略去.
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化为高维的积分，消除平方项——用变量个数增加消解次数的升高

下面这个例子是 Cauchy 不等式的推广，也很好的用到了这个思想：

Cauchy 不等式的推广
设 f1(x), · · · , fm(x); 在 [a, b] 上 Riemann 可积，证明：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∫ b

a
f2
1 (x)dx · · ·

∫ b

a
f1(x)fm(x)dx

...
...∫ b

a
fm(x)f1(x)dx · · ·

∫ b

a
f2
m(x)dx

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≥ 0,

且等号成立当且仅当 f1(x), · · · , fm(x) 线性相关.
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证明.
我们先证明一个更一般的引理：设 f1(x), · · · , fm(x); g1(x), · · · gm(x) 在 [a, b] 上 Riemann
可积，则

1

m!

∫
[a,b]m

∣∣∣∣∣∣∣
f1(x1) · · · f1(xm)

...
...

fm(x1) · · · fm(xm)

∣∣∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣∣∣
g1(x1) · · · g1(xm)

...
...

gm(x1) · · · gm(xm)

∣∣∣∣∣∣∣ dx1 · · · dxm

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∫ b

a
f1(x)g1(x)dx · · ·

∫ b

a
f1(x)gm(x)dx

...
...∫ b

a
fm(x)g1(x)dx · · ·

∫ b

a
fm(x)gm(x)dx

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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我们考虑对 m 用数学归纳法，注意到 m = 1 命题平凡，从而假设已有 m− 1 时成立命题，
则设 Fij 表示第一个矩阵的 (i, j) 元的余子式，Gij 表示第二个矩阵的 (i, j) 元的余子式，
Mij 表示第三个矩阵的 (i, j) 元的余子式，因此我们将行列式乘积两项均按第一列展开，
即有： ∣∣∣∣∣∣∣

f1(x1) · · · f1(xm)
...

...
fm(x1) · · · fm(xm)

∣∣∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣∣∣
g1(x1) · · · g1(xm)

...
...

gm(x1) · · · gm(xm)

∣∣∣∣∣∣∣
=

1

m!

(
m∑
r=1

fr(x1) · (−1)r+1Fr1

)(
m∑
r=1

gr(x1) · (−1)r+1Gr1

)

=
1

m!

∑
1≤i,j≤m

(−1)i+jfi(x1)gj(x1)Fi1Gj1 (∗)
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又由归纳假设 ∫
[a,b]m−1

1

(m− 1)!
Fi1Gj1dx2 · · · dxm =

1

(m− 1)!
Mij ,

从而对 (*) 转化为先 m− 1 后 1 的累次积分，从而有设 mij =

∫ b

a
fi(x1)gj(x1)dx1，则∫

[a,b]m

1

m!

∑
1≤i,j≤m

(−1)i+jfi(x1)gj(x1)Fi1Gj1dx1 · · · dxm

=
1

m

∑
1≤i,j≤m

(−1)i+jmijMij =
1

m

m∑
j=1

m∑
i=1

(−1)i+jmijMij = detM .

综上我们证明了引理，进而我们取 gk(x) = fk(x)(k = 1, · · · ,m)，即可证明.
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解决凸函数积分不等式的利器——化为重积分

我们都知道对于一个凸函数，其本质刻画来自于 f(λx1 + (1− λ)x2) 与
λf(x1) + (1− λ)f(x2) 之间的关系，但这是两个变量的关系！往往定积分中只有一个变量，
那么有时候利用对称性考虑 f(x) + f(−x) 是有效的，但更一般的，我们就无法操作了，但
是重积分可以提供两个变量的出现，为我们嵌入凸函数定义这个刻画提供了有利条件.

2013 年第五届全国大学生数学竞赛初赛 T5
设 f : [−1, 1] → R 为偶函数，f 在 [0, 1] 上单调递增，又设 g(x) 是定义在 [−1, 1] 上的下凸
函数，证明：

2

∫ 1

−1
f(x)g(x)dx ≥

∫ 1

−1
f(x)dx

∫ 1

−1
g(x)dx.
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证明.
由 g(x) 下凸，不难证明 h(x) = g(x) + g(−x) 在 [0, 1] 上单调递增，从而不等式等价于∫ 1

0
f(x)h(x)dx ≥

∫ 1

0
f(x)dx

∫ 1

0
h(x)dx =

∫ 1

0

∫ 1

0
f(x)h(y)dxdy,

从而更进一步不难用对称性化为∫ 1

0

∫ 1

0
(f(x)− f(y)) (h(x)− h(y)) dxdy ≥ 0,

这是显然成立的.
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解决凸函数积分不等式的利器——化为重积分

2019 伯苓班数分 II 期末压轴
设 f(x) 是 [0, 1] 上的上凸函数，f(0) = 1. 证明：

1

3

∫ 1

0
f(x)dx− 1

2

∫ 1

0
xf(x)dx ≥ 1

12
.
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证明.
取 g(x) = f(x)− 1，从而 g(x) 也是 [0, 1] 上的上凸函数，且 g(0) = 0，从而只需证明

1

3

∫ 1

0
g(x)dx ≥ 1

2

∫ 1

0
xg(x)dx.

又由 g(x) 上凸，从而任意 t ∈ [0, 1]，有 g(tx) ≥ tg(x) + (1− t)g(0) = tg(x)，从而对任意
0 ≤ x ≤ y ≤ 1，有 g(x) ≥ x

y
g(y) 也即 yg(x)− xg(y) ≥ 0，进而我们有

(y − x)(yg(x)− xg(y)) ≥ 0. 又注意到

1

3

∫ 1

0
g(x)dx− 1

2

∫ 1

0
xg(x)dx =

∫ 1

0
y2dy

∫ 1

0
g(x)dx−

∫ 1

0
ydy

∫ 1

0
xg(x)dx

=
1

2

∫∫
[0,1]2

(y2g(x) + x2g(y)− xy · g(x)− xy · g(y))dxdy

=
1

2

∫∫
[0,1]2

(y − x)(yg(x)− xg(y))dxdy ≥ 0,
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计算广义积分

有许多定积分 (这里泛指一元积分) 问题，直接计算难度很大，但如果恰当分离结构，拼凑
出重积分的结构，则会产生许多出人意料的效果.

概率积分
证明下面概率积分： ∫ ∞

0
e−x2dx =

√
π

2
.
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化为二重积分

证明.
注意到：(∫ ∞

0
e−x2dx

)2

=

(∫ ∞

0
e−x2dx

)(∫ ∞

0
e−y2dy

)
=

∫ ∞

0
dy
∫ ∞

0
e−(x2+y2)dx,

而对任意 a ∈ R，有 D1 ⊆ D ⊆ D2，其中

D1 =
{
x, y ≥ 0, x2 + y2 ≤ a2

}
, D2 = [0, a]2, D3 =

{
x, y ≥ 0, x2 + y2 ≤ 2a2

}
则我们事实上有∫∫

D1

e−(x2+y2)dxdy ≤
∫∫

D
e−(x2+y2)dxdy ≤

∫∫
D2

e−(x2+y2)dxdy,
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化为二重积分证明 (续)

证明.
而 ∫∫

D1

e−(x2+y2)dxdy =

∫ π/2

0
dθ
∫ a

0
r · e−r2dr =

π

4
·
(
1− e−a2

)
,

∫∫
D2

e−(x2+y2)dxdy =

∫ π/2

0
dθ
∫ √

2a

0
r · e−r2dr =

π

4
·
(
1− e−2a2

)
.

从而令 a → ∞，则由夹逼定理可知即证.

注释

本题最精妙的地方在于，首先利用定积分不好计算，但联想到对于二重积分，e−(x2+y2) 这
种结构如果用极坐标换元，就会产生非常好的效果，就可以算出结果，因此本题就转化成
重积分后，利用两个半圆区域夹逼即可的到结果.

朱凯 (2021 级 省身班) 数学分析中的“升高维度” 2022 年 10 月 10 日 29 / 33



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

计算无穷级数

第一届 CMC 数学类决赛 T5

利用重积分
∫∫

[0,1]2

1

1− xy
dxdy，证明 Euler-Passel 等式：

ζ(2) =

∞∑
n=1

1

n2
=

π2

6
.
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.
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.
.
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.

证明.

一方面，我们对
1

1− xy
作展开

1

1− xy
=

∞∑
n=0

(xy)n,

从而由累次极限与重极限的关系，这里容易看见可以交换次序，即有∫∫
[0,1]2

1

1− xy
dx dy =

∫∫
[0,1]2

( ∞∑
n=0

(xy)n

)
dx dy

=

∞∑
n=0

(∫∫
[0,1]2

(xy)n

)
dx dy =

∞∑
n=0

1

(n+ 1)2
= ζ(2)
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证明.(续)
另一方面，我们作换元，令 x = u− v, y = u+ v(为什么这么做？消去交叉项的思想！)，从
而显见，Jacobbi 行列式 ∂(x, y)

∂(u, v)
= 2，则我们利用对称性可以化为累次积分如下：

∫∫
[0,1]2

1

1− xy
dxdy = 2

∫∫
D′

1

1− u2 + v2
dudv

= 4

∫ 1/2

0
du
∫ u

0

1

1− u2 + v2
dv + 4

∫ 1

1/2
du
∫ 1−u

0

1

1− u2 + v2
dv(利用对称性)

= 4

∫ 1/2

0

1√
1− u2

arctan
(

u√
1− u2

)
du+ 4

∫ 1

1/2

1√
1− u2

arctan
(

1− u√
1− u2

)
du
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证明.

又注意到 (非常神奇的！！！) 从而借助这个小观察，立即可以算出积分值为 π2

6
，即证原来等式.

1√
1− u2

=
d
du arctan

(
u√

1− u2

)
,− 1

2
√
1− u2

=
d
du arctan

(
1− u√
1− u2

)
.

注释
注意这里在计算二重积分的时候，如果转化成：∫∫

[0,1]2

1

1− xy
dxdy =

∫ 1

0

dx
∫ 1

0

1

1− xy
dy = −

∫ 1

0

ln(1− x)

x
dx,

是毫无价值的，因为这等价于第一种算法，因此这也启发我们，如果将问题转化为二重积分来算，
那么核心的突破口将出现在如何对二重积分进行合适的换元上！
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